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“Computer Science is no more about computers than astronomy is about telescopes.”  
                                                                                                   

                                                                                                                                                         E. W. Dijkstra 
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1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Στα πλαίσια των µαθηµάτων Θεωρίας Αλγορίθµων, ∆ικτυακού και Μαθηµατικού 
Προγραµµατισµού που διδάσκονται στο Tµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής του 
Πανεπιστηµίου Μακεδονίας, µου ανατέθηκε κατά το Z’ εξάµηνο σπουδών από τον 
καθηγητή κύριο Κωνσταντίνο Παπαρρίζο η συγγραφή διπλωµατικής εργασίας µε θέµα 
«Αποτελεσµατικός Προγραµµατισµός, Υπολογιστική Μελέτη και Παρουσίαση στο 
∆ιαδίκτυο Αλγορίθµων Προβληµάτων ∆ικτυακού Προγραµµατισµού». 

Ο ∆ικτυακός Προγραµµατισµός αποτελεί ένα επιστηµονικό πεδίο που υπάγεται στις 
εφαρµογές του Γραµµικού Προγραµατισµού. Ασχολείται µε προβλήµατα βελτιστοποίησης 
που βρίσκουν εφαρµογή σε δίκτυα ή κατευθυνόµενα γραφήµατα. Τρία από τα 
σηµαντικότερα προβλήµατα που επιλύει ο ∆ικτυακός Προγραµµατισµός είναι το Πρόβληµα 
Ροής Ελαχίστου Κόστους (The Minimum Cost Network Flow Problem), το Πρόβληµα Της 
Μεταφοράς (The Transportation Problem) και το Πρόβληµα της Αντιστοίχησης (Τhe 
Assignment Problem). Οι αλγόριθµοι που αναπτύχθηκαν και αναπτύσσονται  για την επίλυση 
αυτών των προβληµάτων οφείλουν την ραγδαία ανάπτυξη τους στην αυξανόµενη 
υπολογιστική ισχύ που προσφέρει η ανάπτυξη της Επιστήµης των Υπολογιστών και της 
Τεχνολογίας. Συνεπώς, εύκολα µπορεί να εξαχθεί το συµπέρασµα ότι ο ∆ικτυακός 
Προγραµµατισµός αποτελεί ένα σηµαντικό πεδίο έρευνας και εφαρµογής στο χώρο των 
Υπολογιστών και της Πληροφορικής.  

 Οι αλγόριθµοι επίλυσης αυτών των προβληµάτων συνδέονται µεταξύ τους σε µεγάλο 
βαθµό. Ειδικότερα, µπορούµε να πούµε ότι οι αλγόριθµοι που επιλύουν τα προβλήµατα 
Αντιστοίχησης και Μεταφοράς αποτελούν εξειδίκευση των αλγορίθµων που επιλύουν το 
πρόβληµα ροής ελαχίστου κόστους. Η εξειδίκευση αυτή πραγµατοποιείται για την επίτευξη 
καλύτερων υπολογιστικών αποδόσεων κατά τη διάρκεια επίλυσης των συγκεκριµένων 
προβληµάτων. Στη διπλωµατική εργασία που ακολουθεί θα αναφερθούµε εκτενώς στα δύο 
τελευταία προβλήµατα και θα παρουσιάσουµε τους διάφορους αλγορίθµους που έχουν 
αναπτυχθεί για την επίλυση τους. Παράλληλα, θα παρουσιασθεί και µία υπολογιστική 
µελέτη, τόσο θεωρητική, εφαρµόζόντας τη µαθηµατική θεωρία Ανάλυσης Αλγορίθµων και 
υπολογίζοντας την πολυπλοκότητα µερικών αλγορίθµων, όσο και εµπειρική, που προκύπτει 
από την εκτέλεση των αλγορίθµων αυτών σε ένα υπολογιστικό σύστηµα, έτσι ώστε να 
επιτευχθεί µια ανάλυση και σύγκριση της επίδοσης τους για διαφορετικά µεγέθη 
προβλήµατος και διαφορετικά είδη δεδοµένων. 

Γενικά, τα προβλήµατα µε τα οποία ασχολείται ο ∆ικτυακός Προγραµµατισµός είναι 
ΝP – hard  προβλήµατα. ∆ηλαδή ανήκουν σε µια κλάση προβληµάτων, των οποίων η 
επίλυση απαιτεί αυξανόµενη υπολογιστική ισχύ. Για αυξανόµενα µεγέθη προβλήµατος, ο 
χρόνος επίλυσης παύει πλέον πρακτικά να εξαρτάται από τη τεχνολογία και την 
υπολογιστική ισχύ που διαθέτουµε και η παραγωγή µιας λύσης αποτελεί µια ιδιαίτερα 
χρονοβόρα διαδικασία .  

Όσον αφορά το προγραµµατιστικό µέρος της εργασίας θα πρέπει να επισηµάνουµε τα 
εξής: Οι αλγόριθµοι που θα εξεταστούν αρχικά προγραµµατίστηκαν σε Matlab 6, που 
αποτελεί  ένα εξαιρετικά ευέλικτο εργαλείο δοµηµένου  προγραµµατισµού, ιδιαίτερα όταν 
προγραµµατίζονται αλγόριθµοι υψηλής µαθηµατικής δυσκολίας, όπως είναι οι αλγόριθµοι 
∆ικτυακού Προγραµµατισµού. Το Matlab παρέχει τη δυνατότητα στον προγραµµατιστή να 
ελέγχει και να βλέπει τα περιεχόµενα µιας µεταβλητής πολύ γρήγορα, πετυχαίνοντας έτσι 
µεγάλη ευκολία στην επεξεργασία σύνθετων δοµών δεδοµένων καθώς και στην ανίχνευση 
λογικών λαθών [SS],[PK]. Τα προγράµµατα αυτά χρησιµοποιήθηκαν για τη διεξαγωγή της 
εµπειρικής υπολογιστικής µελέτης, αφού το Matlab παρέχει τη δυνατότητα διαχείρισης 
χρόνου καθώς και ευέλικτα εργαλεία για υπολογιστικές µελέτες και βελτιώσεις (Profiler). 
Στη συνέχεια, βασιζόµενοι στην ορθότητα των προγραµµάτων του Matlab, 
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προγραµµατίσαµε τους αλγορίθµους στην αντικειµενοστραφή γλώσσα Java, εισάγοντας 
παράλληλα και το οπτικό µέρος των αλγορίθµων, µε αποτέλεσµα να παράγουµε 
ολοκληρωµένες εφαρµογές που θα µπορούν να εξαχθούν στον παγκόσµιο ιστό ως 
µικροεφαρµογές (java applets) και να χρησιµοποιηθούν για τη διδασκαλία και την 
παρουσίαση αυτών των αλγορίθµων [PP], [PPS].        

Παρακάτω, θα αναφερθούµε σε θεωρητικές έννοιες που είναι απαραίτητες για την 
κατανόηση των αλγορίθµων και στον ορισµό των προβληµάτων που θα παρουσιασθούν στην 
εργασία. 

        
1.2 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ 
 
1.2.1 Ορισµοί και Ιδιότητες Γραφηµάτων 

Είναι γεγονός, ότι πολλά από τα προβλήµατα της καθηµερινότητας µπορούν να 
παρασταθούν και να  περιγραφούν µε ένα σύνολο σηµείων του επιπέδου, τα οποία 
συνδέονται µεταξύ τους µε γραµµές. Παραδείγµατος χάριν, ένα οδικό ή ένα σιδηροδροµικό 
δίκτυο µπορεί να παρασταθεί µε αυτόν τον τρόπο, όσο πολύπλοκο και  αν είναι αυτό. 
Ιδιαίτερα, στο χώρο της Επιστήµης των Υπολογιστών, αυτή η αναπαράσταση βρίσκει συχνά 
εφαρµογή σε πολλούς τοµείς, όπως τα δίκτυα επικοινωνίας υπολογιστών. Όλα αυτά 
οδήγησαν στην ανάπτυξη µιας µαθηµατικής θεωρίας που ονοµάστηκε «Θεωρία 
Γραφηµάτων» . Η Θεωρία Γραφηµάτων αποτελεί µια αυστηρή µαθηµατική θεωρία που 
γνώρισε µεγάλη ανάπτυξη µε την πρόοδο της Πληροφορικής. 

Το θεµελιώδες  στοιχείο της Θεωρίας Γραφηµάτων είναι το γράφηµα. Το γράφηµα ή 
γράφος (graph) είναι µια δοµή που αποτελείται από ένα σύνολο κορυφών (vertices) ή 
κόµβων (nodes) και ένα σύνολο ακµών (edges). Γενικά, µπορούµε να πούµε ότι ένα 
γράφηµα είναι µια διατεταγµένη δυάδα δύο συνόλων , N A ,όπου το σύνολο περιέχει 
όλες τις κορυφές του γραφήµατος και το σύνολο  περιέχει στοιχεία της µορφής  όπου 

τα οποία αντιπροσωπεύουν τους συνδέσµους µεταξύ των κορυφών του γραφήµατος. 
Γενικά, συµβολίζουµε ένα γράφηµα µε 

N
( ,i jA

( ,

)
,i j N∈

)G N A=  και λέµε ότι αποτελείται από  
κορυφές και | |  ακµές, όπου | |

| N |
A X  ο πληθικός αριθµός του συνόλου X .Στην εικόνα 1.0, 

βλέπουµε τη σχηµατική αναπαράσταση ενός γραφήµατος 9 κόµβων και 11 ακµών.      
            

1

3

9

8

7

4

5

6

2

 
Εικόνα 1.0 - Ένα γράφηµα 9 κόµβων 
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Εύκολα µπορούµε να καθορίσουµε τα σύνολα και  που θα αντιστοιχούν στο παραπάνω 
γράφηµα. Συνεπώς η µαθηµατική αναπαράσταση του παραπάνω γραφήµατος θα είναι 

,όπου εκφράζει το σύνολο  των κόµβων  του  γραφήµατος  

N A

( , )G N A= {1,2,3,4,5,6,7,8,9}N =
και  εκφράζει το 
σύνολο των ακµών του γραφήµατος. 

{(1,2), (1,9), (2,3), (3,6), (4,5), (4,9), (5,6), (6,7), (7,8), (8,9), (9,6)}A =

Τα γραφήµατα χωρίζονται στα προσανατολισµένα και στα µη προσανατολισµένα 
γραφήµατα. Εµείς θα ασχοληθούµε µε τα προσανατολισµένα γραφήµατα που αλλιώς 
ονοµάζονται κατευθυνόµενα γραφήµατα ή δίκτυα. Τα προσανατολισµένα γραφήµατα είναι 
ειδικές περιπτώσεις των µη προσανατολισµένων γραφηµάτων από τα οποία και προκύπτουν 
αν αντικαταστήσουµε κάθε ακµή  ενός µη προσανατολισµένου γραφήµατος µε δύο 
τόξα  και .Συνεπώς, συµπεραίνουµε ότι σε ένα προσανατολισµένο γράφηµα 

  ισχύει  ( ,  . Αν σε κάθε τόξο 

( , )i j

( , )i j∀
( , )i j

( , )A
( , )j i

G N= ) ( , )i j j i≠ A∈ ( , )i j A∈  και σε κάθε κόµβο 
 προσαρτήσουµε και έναν πραγµατικό αριθµό  και αντίστοιχα τότε το 

κατευθυνόµενο γράφηµα ονοµάζεται δίκτυο(Εικόνα 1.1) και µπορεί να αποτελέσει ένα 
µοντέλο µελέτης πολλών πραγµατικών προβληµάτων, όπως η ροή ηλεκτρικού φορτίου σε 
ένα κλειστό κύκλωµα ρεύµατος. 

i N∈ ijc ib

1

3

4

2

5

7

5 -7

3

12

7

-9

 
Εικόνα 1.1 – Ένα δίκτυο 5 κόµβων 

 
  

Στη συνέχεια θα προχωρήσουµε σε µερικούς ορισµούς που χρειάζονται στην 
κατανόηση των προβληµάτων που θα περιγράψουµε και των αλγορίθµων που θα 
χρησιµοποιήσουµε για την επίλυση των προβληµάτων. Θα λέµε ότι ένα τόξο  
προσπίπτει στους κόµβους   και 

( , )i j
i j  και  ότι οι κόµβοι  i  και j  προσπίπτουν στο τόξο 

.Επίσης, ένα γράφηµα ονοµάζεται συνεκτικό(connected) αν για κάθε ζευγάρι κόµβων  
υπάρχει και µια διαδροµή(path) που να τους συνδέει. Επίσης, αν υπάρχει τουλάχιστον ένας 
αποµονωµένος κόµβος, τότε ο γράφος ονοµάζεται µη συνεκτικός(unconnected).  

( , )i j

Στη συνέχεια θα δώσουµε τον ορισµό του βαθµού ενός κόµβου και του πλήρους 
γραφήµατος. Βαθµός(degree) ενός κόµβου είναι ο αριθµός των τόξων που προσπίπτουν σε 
αυτόν. Ειδικότερα, ο αριθµός των τόξων που έχουν αρχή έναν κόµβο  ονοµάζεται έξω 
βαθµός(out degree) του κόµβου και συµβολίζεται µε ( )  και αντιστοίχως ο αριθµός των 
τόξων που έχουν τέλος τον κόµβο  ονοµάζεται έσω βαθµός του κόµβου αυτού και 
συµβολίζεται µε ( )  .Τέλος, πλήρες γράφηµα ονοµάζεται το γράφηµα εκείνο που περιέχει 
όλες τις δυνατές ακµές που µπορούν να προκύψουν από τη σύνδεση των κορυφών του. Στη 
συνέχεια θα περιγράψουµε µεθόδους αποθήκευσης γραφηµάτων.     

i
i d i−

i
d i+

 



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

11 

1.2.2 Αποθήκευση Γραφηµάτων και ∆ικτύων 
Έστω έχουµε ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα ( , )G N A= . Στη συνέχεια θα 

περιγράψουµε πώς µπορούµε να αποθηκεύσουµε αυτό το γράφηµα έτσι ώστε να µπορεί να 
επεξεργασθεί από τον ηλεκτρονικό υπολογιστή. Η πιο συνηθισµένη µέθοδος αποθήκευσης 
γραφηµάτων είναι η χρησιµοποίηση πινάκων. Οι βασικότερες µέθοδοι αποθήκευσης 
χρησιµοποιώντας πίνακες είναι δύο: 
α) Πίνακας Γειτνιάσεως(Adjacency Matrix) 

O πίνακας γειτνιάσεως είναι ένας N N×   πίνακας , τα στοιχεία του οποίου 
παίρνουν τιµές από το σύνολο {  και ορίζονται ως εξής: 

a
0,1}

1, ( , )
( , )

0, ( , )   
i j A

a i j
i j A

∀ ∈
=  ∀ ∉

 

∆ηλαδή ο πίνακας γειτνιάσεως είναι ένας πίνακας του οποίου τα στοιχεία του είναι µονάδες 
µόνο όταν η γραµµή και η στήλη όπου ανήκουν αποτελούν µια ακµή του γραφήµατος, 
αλλιώς είναι µηδενικά. Συνεπώς, ο πίνακας γειτνίασης για το δίκτυο του σχήµατος 1.1 θα 
είναι: 

0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0

a

 
 
 
 =
 
 
  

 

 
Εύκολα µπορεί να αντιληφθεί κανείς ότι ο συγκεκριµένος τρόπος αποθήκευσης δεν είναι 
καθόλου οικονοµικός. Αυτό συµβαίνει επειδή τις περισσότερες φορές τα µηδενικά των 
πινάκων αυτών είναι πάρα πολλά σε σχέση µε τις µονάδες µε αποτέλεσµα να 
χρησιµοποιείται χώρος αποθήκευσης της τάξεως 2N  όταν η σηµαντική πληροφορία που 

πρέπει να αποθηκεύσουµε απαιτεί A  θέσεις. Συγκεκριµένα, όταν χρησιµοποιούµε πίνακα 
γειτνίασης για την αποθήκευση µη κατευθυνόµενων γραφηµάτων, αυτός θα είναι 
συµµετρικός, µε αποτέλεσµα τα στοιχεία κάτω από την κύρια διαγώνιο να µην χρειάζονται 
αποθήκευση. 

Επίσης, πρέπει να επισηµανθεί ότι ο πίνακας γειτνίασης µπορεί µε την ίδια λογική να 
χρησιµοποιηθεί για την ταυτόχρονη αποθήκευση του γραφήµατος – δικτύου και των βαρών 
που αντιστοιχούν σε κάθε ακµή. Στην περίπτωση αυτή, ο πίνακας που θα αναπαριστάνει το 
δίκτυο του σχήµατος 1.1 θα είναι ο εξής: 

   
7 5

7
9

7 1
3

a
2

∞ ∞ ∞ 
 ∞ ∞ ∞ ∞ 
 = ∞ ∞ − ∞ ∞
 ∞ − ∞ ∞ 
 ∞ ∞ ∞ ∞ 

 

 
Ένας αριθµός δηλαδή σε µία θέση του πίνακα υποδηλώνει την ύπαρξη και το βάρος της 
αντίστοιχης ακµής του γραφήµατος. H δεύτερη µορφή του πίνακα προσπτώσεως 
χρησιµοποιείται πολύ πιο συχνά, αφού προσφέρει οικονοµικότερο τρόπο αποθήκευσης των 
δεδοµένων του προβλήµατος.    
 



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

12 

β. Πίνακας Προσπτώσεως(Indicence Matrix) 
O πίνακας προσπτώσεως είναι ένας N A×   πίνακας  a  τα στοιχεία του οποίου 

ορίζονται διαφορετικά για κατευθυνόµενα και µη κατευθυνόµενα γραφήµατα. Ειδικότερα, 
κάθε στήλη του πίνακα προσπτώσεως αντιστοιχεί σε µία ακµή ή ένα τόξο των γραφηµάτων 
που θέλουµε να αποθηκεύσουµε. Συνεπώς, όταν θέλουµε να αποθηκεύσουµε ένα µη 
κατευθυνόµενο γράφηµα, χρησιµοποιώντας ένα πίνακα προσπτώσεως , τότε θα έχουµε:   a

1,  αν η ακµη   προσπιπτει στην κορυφη 
( , )

0,  διαφορετικα  
j i

a i j 
= 


 

 
Όταν όµως θέλουµε να αποθηκεύσουµε ένα κατευθυνόµενο γράφηµα χρησιµοποιώντας τον 
πίνακα προσπτώσεως τότε θα έχουµε: 

1     ,  αν η κορυφη  ειναι αρχη της ακµης  
( , ) 1  ,  αν η κορυφη  ειναι τελος της ακµης  

0    ,   διαφορετικα  

i j
a i j i j


= −



 

 
Λαµβάνοντας υπ’ όψιν τα παραπάνω η αποθήκευση του δικτύου του σχήµατος 1.2 µπορεί να 
επιτευχθεί χρησιµοποιώντας τον παρακάτω 5 7×  πίνακα προσπτώσεως:  
 

1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

a

 
 − − 
 = − −
 − 
 − − 

 

 
,όπου [ ](1,3) (1, 4) (2,5) (3, 2) (4, 2) (4,5) (5,3)t =  είναι το διάνυσµα στο οποίο 
κρατάµε τη σειρά µε την οποία αποθηκεύονται τα τόξα του γραφήµατος. 
 
1.2.3 Πυκνότητα Γραφήµατος 

Έστω έχουµε ένα γράφηµα ( , )G N A= . Μια πολύ σηµαντική ιδιότητα των 
γραφηµάτων είναι η πυκνότητα του γραφήµατος. Πυκνότητα ενός γραφήµατος ονοµάζεται 
το πηλίκο του αριθµού των ακµών του γραφήµατος προς τον αριθµό των ακµών του 
αντίστοιχου πλήρους γραφήµατος. 

Αν το γράφηµά µας είναι προσανατολισµένο και αποτελείται από n N=  κορυφές και 

e A=  ακµές, η πυκνότητά του θα ισούται µε 2
( 1

ed
n n

=
)−

, αφού ( 1) /n n 2−  είναι το πλήθος 

των τόξων ενός πλήρους κατευθυνόµενου γραφήµατος   κόµβων, ενώ όταν έχουµε ένα µη  

κατευθυνόµενο γράφηµα θα έχουµε 

n

( 1) ( 1
e ed

n n n n
= =

)− −
, αφού ( 1  είναι το πλήθος 

των τόξων ενός πλήρους µη κατευθυνόµενου γραφήµατος   κόµβων . Εύκολα µπορεί να 
καταλάβει κανείς ότι η πυκνότητα είναι ένας αριθµός µεταξύ του µηδενός και της µονάδας. 
Γραφήµατα που έχουν πυκνότητα µεγάλη ονοµάζονται πυκνά (dense), ενώ γραφήµατα µε 
µικρή πυκνότητα ονοµάζονται αραιά (sparse).Η πυκνότητα είναι ένα πολύ σηµαντικό 
µέγεθος ιδιαίτερα στις υπολογιστικές µελέτες που αφορούν αλγορίθµους θεωρίας 
Γραφηµάτων και ∆ικτυακού Προγραµµατισµού. Τα αποτελέσµατα δηλαδή των 

)n n −

n
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υπολογιστικών µελετών διαφέρουν ανάλογα µε την πυκνότητα του γραφήµατος που 
χρησιµοποιούµε και µε αποτέλεσµα να βγάζουµε χρήσιµα συµπεράσµατα .   
 
1.2.4 ∆έντρα 
 
1.2.4.1 Γενικά 

Τα δέντρα(trees) ανήκουν σε µια πολύ σηµαντική κατηγορία γραφηµάτων. Ένα 
γράφηµα  µε  κορυφές ονοµάζεται δέντρο εάν και µόνον αν έχει  ακµές και είναι 
συνεκτικό. Τα δέντρα θα είναι η σηµαντικότερη δοµή δεδοµένων την οποία θα 
χρησιµοποιούν οι αλγόριθµοι που θα περιγραφούν στην πτυχιακή εργασία. Μία σηµαντική 
κλάση δέντρων είναι τα ριζωµένα δέντρα(rooted trees), στα οποία ένας κόµβος, που 
ονοµάζεται ρίζα(root), είναι διακεκριµένος ενώ όλοι οι υπόλοιποι βρίσκονται σε διαδοχικά 
επίπεδα κάτω από αυτόν. Ένα ριζωµένο δέντρο που αποτελείται από 13 κόµβους φαίνεται 
στο παρακάτω σχήµα: 

G n 1n −

1

2 34

5 6 7 8 10

12

9

11 13
 

Εικόνα 1.2 - Ένα ριζωµένο δέντρο 

      
Στη συνέχεια, όταν θα αναφερόµαστε στη λέξη δέντρο θα υπονοούµε ριζωµένο δέντρο. 
Επίσης, πρέπει να επισηµανθεί ότι ένα σύνολο από ανεξάρτητα δέντρα ονοµάζεται 
δάσος(forest).Για τα δέντρα χρησιµοποιείται η εξής ορολογία [Lk]: 
 

• Αν ,x y  είναι δύο διακεκριµένες κορυφές ενός δέντρου τέτοιες ώστε η x  να 
βρίσκεται στο µοναδικό µονοπάτι µεταξύ της ρίζας και της κορυφής , τότε η y x  
ονοµάζεται γνήσιος πρόγονος της και η  ονοµάζεται γνήσιος απόγονος της 
κορυφής 

y y
x .Αν επιπλέον υπάρχει η ακµή ( , )x y  τότε λέµε ότι πατέρας(father) της 

κορυφής είναι η κορυφή y x  και ότι ένα από τα παιδιά(childs) της κορυφής x  είναι 
η κορυφή .Παραδείγµατος χάριν οι κόµβοι 12,13 του σχήµατος 1.2 είναι γνήσιοι y
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απόγονοι του κόµβου 3 ενώ ο κόµβος 12 είναι το µοναδικό παιδί του κόµβου 7. 
Σηµειώστε ότι ένας κόµβος µπορεί να έχει µοναδικό πατέρα αλλά περισσότερα από 
ένα παιδιά. 

• Ο µοναδικός κόµβος που δεν έχει πατέρα αποτελεί τη ρίζα του δέντρου. 
• Όλοι οι κόµβοι που δεν έχουν παιδιά ονοµάζονται τερµατικοί κόµβοι ή 

φύλλα(leaves) του δέντρου. 
• Οι κόµβοι που βρίσκονται µεταξύ της ρίζας και των φύλλων του δέντρου 

ονοµάζονται εσωτερικοί κόµβοι(internal nodes). 
• Ένα δέντρο ονοµάζεται αδικό δέντρο,k − 2,3..k =  όταν ο µέγιστος αριθµός των 

παιδιών των κόµβων του είναι .Συνεπώς, το δέντρο στο σχήµα 1.3 είναι ένα 
τετραδικό δέντρο. 

k

• Ένα δέντρο ονοµάζεται πλήρες k − αδικό δέντρο, 2,3k ..=  όταν κάθε εσωτερικός 
κόµβος του, συµπεριλαµβανοµένου της ρίζας έχει ακριβώς παιδιά. Ένα από τα πιο 
συνηθισµένα δέντρα στο χώρο της Επιστήµης των Υπολογιστών είναι το δυαδικό 
δέντρο, το οποίο φαίνεται στο σχήµα 1.3. 

k

• Βάθος ενός δέντρου  ονοµάζεται το σύνολο των επιπέδων ενός δέντρου 
ξεκινώντας την αρίθµηση από το 0. 

h

• Αποδεικνύεται ότι ένα πλήρες k − αδικό δέντρο, 2,3k ..=  βάθους   έχει συνολικά 

κόµβους. Επίσης, αποδεικνύεται ότι για το ύψος  ενός αδικού 

δέντρου,    που αποτελείται από  κόµβους θα ισχύει .Η 
ισότητα ισχύει όταν το δέντρο είναι πλήρες. 

h

0

h
h

i
k

=
∑ h k −

log (k2,3..k = n )h n≤   

1

2 3

4 5 6

7

1

2 3

4 5 6 7

 
Εικόνα 1.3 – Ένα δυαδικό δέντρο και ένα πλήρες δυαδικό δέντρο  

 
1.2.4.2 Το ∆ιάνυσµα Πατέρα Κόµβου 

Μια πολύ σηµαντική δοµή δεδοµένων που θα χρησιµοποιήσουµε για την αποθήκευση 
των δέντρων στους αλγορίθµους που θα περιγράψουµε είναι το διάνυσµα του πατέρα 
κόµβου p . Το διάνυσµα του πατέρα κόµβου  αποτελεί έναν πολύ οικονοµικό και εύχρηστο 
τρόπο αποθήκευσης και προκύπτει αν στη θέση  του διανύσµατος αποθηκεύσουµε τον i
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πατέρα του κόµβου .Εξ ‘ ορισµού, αν  είναι η ρίζα του δέντρου, θέτουµε i r ( ) 1p r = − . 
Συνεπώς το διάνυσµα πατέρα κόµβου(father node vector) που χρησιµοποιείται για την 
αποθήκευση του τετραδικού δέντρου του σχήµατος 1.2 θα είναι το 

[ ]1 1 1 1 2 3 3 3 3 7 10p = −

( ) ( ( )) 1d i d p i= + r

2

i

6 . 

( ) 0d r =
≠ r

d
[ ]0 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3d =

h
max{ ( )}   , ...,h d i n= = n

k

1,i

− 1T
2T

r

2

 
1.2.4.2 Το ∆ιάνυσµα Βάθους 

Συχνά είναι πολύ χρήσιµο να χρησιµοποιούµε και ένα διάνυσµα  το οποίο 
αποθηκεύει το βάθος κάθε κόµβου. Το διάνυσµα αυτό είναι απαραίτητο όπως θα δούµε για 
την ανανέωση ορισµένων δοµών που χρησιµοποιούν οι αλγόριθµοι που θα περιγράψουµε 
στη συνέχεια. Μπορεί εύκολα να παραχθεί αναδροµικά, αν θέσουµε  και 

, 

d

, όπου  η ρίζα του δέντρου και p  το διάνυσµα πατέρα κόµβου. 
Συνεπώς το διάνυσµα  που αντιστοιχεί στο δέντρο του σχήµατος 1.3 θα είναι το 

. Εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς ότι 
το βάθος  του δέντρου συνδέεται µε το διάνυσµα  µε τη σχέση 

,όπου  το πλήθος των κόµβων του δέντρου.  
d

 
1.2.4.3 ∆ιάσχιση ∆έντρων 

Μια από τις πιο σηµαντικές πράξεις επί των δέντρων µε πάρα πολλές εφαρµογές είναι 
η διάσχιση τους. ∆ιάσχιση(traversal) δέντρων είναι η διαδικασία εκείνη κατά την οποία οι 
κόµβοι εξετάζονται µε µια σειρά συστηµατικά έτσι ώστε κάθε κόµβος να επισκέπτεται µόνο 
µια φορά. Υπάρχουν 3 βασικά είδη διάσχισης ενός δέντρου. Θα παριγράψουµε την 
εφαρµογή των αναδροµικών αυτών διαδικασιών σε ένα δυαδικό δέντρο γενικής µορφής 
όπως αυτό που φαίνεται στο σχήµα 1.4 και µετά θα γενικεύσουµε τη προδιατεταγµένη 
διάσχιση(preorder traversal) για ένα αδικό δέντρο, 2,3..k = .Στο σχήµα 1.4 µε   και 

 συµβολίζουµε τα δυαδικά υπόδεντρα που συνδέονται µε τη ρίζα του δέντρου.  

T1 T2  
Εικόνα 1.4 – Ένα δυαδικό δέντρο γενικής µορφής  

Τα 3 βασικά είδη διάσχισης όπως ορίζονται για ένα δυαδικό δέντρο µπορούν να 
περιγραφούν από τις παρακάτω αναδροµικές διαδικασίες: 
(i)Προδιατεταγµένη ∆ιάσχιση(Preorder Traversal). 

• Επίσκεψη της ρίζας r . 
• Επίσκεψη του αριστερού υποδέντρου T  εφαρµόζοντας προδιατεταγµένη διάσχιση. 1
• Επίσκεψη του δεξιού υποδέντρου T  εφαρµόζοντας προδιατεταγµένη διάσχιση. 

(ii)Ενδοδιατεταγµένη ∆ιάσχιση(Inorder Traversal). 
• Επίσκεψη του αριστερού υπόδεντρου T  εφαρµόζοντας ενδοδιατεταγµένη διάσχιση.  1
• Επίσκεψη της ρίζας r . 
• Επίσκεψη του δεξιού υποδέντρου 2T  εφαρµόζοντας ενδοδιατεταγµένη διάσχιση. 

(iii)Μεταδιατεταγµένη ∆ιάσχιση(Postorder Traversal) 
• Επίσκεψη του αριστερού υπόδεντρου 1T  εφαρµόζοντας ενδοδιατεταγµένη διάσχιση.  



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

16 

• Επίσκεψη του δεξιού υποδέντρου T  εφαρµόζοντας ενδοδιατεταγµένη διάσχιση. 2
• Επίσκεψη της ρίζας r . 

 
Στους αλγορίθµους που θα περιγράψουµε θα χρησιµοποιήσουµε την προδιατεταγµένη 
διάσχιση δέντρων. Η γενίκευση της προδιατεταγµένης διάσχισης για ένα  αδικό δέντρο, 

. όπως αυτό του  σχήµατος  1.5 µπορεί  να  γίνει  χρησιµοποιώντας  την  παρακάτω      
k −

2,3.k =

r

T1 TnT2 T3
.   .    .    .    .

 
Εικόνα 1.5 – Ένα k-αδικό δέντρο γενικής µορφής, n<=k  

 
αναδροµική διαδικασία Preorder(T ), όπου  το αρχικό T k − αδικό δέντρο:  

• Επίσκεψη της ρίζας r . 
• Για κάθε παιδί   της ρίζας  εφαρµόζεται προδιατεταγµένη διάταξη, 

καλώντας την Preorder(Ti ) .  
  , 1Ti i n≤ ≤ r

 
Η κλήση της διαδικασίας Preorder(T ) θα παράγει το λεγόµενο διάνυσµα της 
προδιατεταγµένης διάταξης που είναι ένα διάνυσµα που περιλαµβάνει όλους τους κόµβους 
του δέντρου µε τη σειρά µε την οποία αυτοί επισκέφτηκαν, εφαρµόζοντας προδιατεταγµένη 
διάσχιση. Συνεπώς το διάνυσµα προδιατεταγµένης διάσχισης που θα αντιστοιχεί στο 
τετραδικό δέντρο του σχήµατος 1.2 θα είναι το: 
 

[ ]1 2 5 6 11 4 3 7 12 8 9 10 13y =  
 

Θεωρητικές έννοιες δέντρων καλύπτονται πλήρως στο βιβλίο του D.E. Knuth [Kn]. 
 
1.3 ΟΡΙΣΜΟΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ 
 
1.3.1 Το Πρόβληµα Μεταφοράς(The Transportation Problem) 

Ένα από τα κλασικότερα προβλήµατα που λύνει ο ∆ικτυακός Προγραµµατισµός είναι 
το Πρόβληµα Μεταφοράς. Το Πρόβληµα Μεταφοράς αναφέρεται σε διµερή δίκτυα. ∆ιµερές 
δίκτυο (bipartite network)  είναι ένα κατευθυνόµενο γράφηµα του οποίου οι 
κόµβοι έχουν χωριστεί σε δύο σύνολα  και  τέτοια ώστε 

( , )G N A=

1N 2N 1 2N N N= ∪ ,  
και ∀ ∈  i  και 

1 2N N∩ =∅
( , )i j A 1N∈ 2j N∈ . 
Έστω λοιπόν  και  τα δύο σύνολα κόµβων ενός διµερούς γραφήµατος . 

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω θα είναι 
D S ( , )G N A=

N S D= ∪  και S D∩ =∅ . Στο Πρόβληµα 
Μεταφοράς οι κόµβοι του συνόλου  ονοµάζονται κόµβοι προσφοράς(supply nodes) ενώ οι 
κόµβοι του συνόλου  ονοµάζονται κόµβοι ζήτησης (demand nodes) και όλα τα τόξα του 
γραφήµατος κατευθύνονται από το  στο 

S
D

S D . Σε κάθε κόµβο  του συνόλου  
αντιστοιχούµε έναν αριθµό , που αντιπροσωπεύει την ποσότητα ενός µεγέθους που 

i S
( )a i > 0
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µπορεί να προσφερθεί από τον κόµβο . Αντιστοίχως, σε κάθε κόµβο i j  του συνόλου  
αντιστοιχούµε έναν αριθµό  που αντιστοιχεί στην ποσότητα του ίδιου µεγέθους που 
απορροφά ο κόµβος 

D
( ) 0b j >

j . Επίσης, µε c  συµβολίζουµε το κόστος µεταφοράς µιας µονάδας του 
µεγέθους από τον κόµβο  του συνόλου  στον κόµβο 

ij

i S j  του συνόλου D . Παράλληλα, µε 

ijx  συµβολίζουµε τις µονάδες του µεγέθους που µεταφέρονται από τον κόµβο i  του συνόλου 
 στον κόµβο S j  του συνόλου . Θεωρούµε ότι το σύνολο  έχει  κόµβους προσφοράς 

και ότι το σύνολο 
D S m

D  έχει  κόµβους ζήτησης. Έτσι, µιλάµε για ένα  πρόβληµα 
µεταφοράς. Τέλος, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα τόξο  για κάθε ζευγάρι κόµβων  i , 

n m×n
( , )i j j , 

δηλαδή έχουµε  τόξα. Οι αλγόριθµοι που θα παρουσιασθούν λύνουν ισοζυγισµένα 
προβλήµατα, δηλαδή προβλήµατα στα οποία η προσφορά είναι πάντα ίση µε τη ζήτηση. 
Συνεπώς, θα ισχύει: 

m×n

( )a i )j
i S

( )a i

min  

n m
n

n
7×

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

6

7

8

7

1

0

3

2

 7

3

 4

   1

 0

 2

cij

∈

(
j D

b
∈ ∈

=∑ ∑  

 
Το Πρόβληµα Μεταφοράς µπορεί τώρα να διατυπωθεί ως εξής: 
«Ζητείται να βρεθεί ένα σχέδιο µεταφοράς 

i S∈
∑  µονάδων από τους κόµβους 

προσφοράς στους κόµβους ζήτησης έτσι ώστε αυτή η µεταφορά να επιτευχθεί µε το 
ελάχιστο κόστος.». 
Η µαθηµατική διατύπωση του Προβλήµατος Μεταφοράς είναι η παρακάτω: 

1 1

m n

ij ij
i j

c x
= =
∑∑

 

Τα δεδοµένα εισόδου του προβλήµατος είναι ένας m×  πίνακας κόστους , ένα - διάστατο 
διάνυσµα προσφοράς και ένα - διάστατο διάνυσµα ζήτησης. Η λύση του προβλήµατος 
είναι ένας  πίνακας που περιέχει τις µεταβλητές απόφασης m× ijx .Η γραφική 
αναπαράσταση ενός 5  Προβλήµατος Μεταφοράς φαίνεται στο σχήµα 1.6:  

1 1

. .  ( )    ,     ,    ( )    , 

                            0  ,  ,  

n m

ij ij
j i

ij

x a i i S x b j j D

x i S j D

µ π
= =

= ∈ =

≥ ∈ ∈

∑ ∑

 
Εικόνα 1.6 – Γραφική αναπαράσταση ενός 5x7 Προβλήµατος Μεταφοράς 
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Στο σχήµα 1.6 έχουµε αναπαραστήσει τους κόµβους ζήτησης µε τετράγωνα και τους 
κόµβους προσφοράς µε κύκλους έτσι ώστε να µπορούµε να τους διακρίνουµε. Οι τιµές δίπλα 
στους κόµβους του διµερούς γραφήµατος αναφέρονται στις τιµές των στοιχείων των 
διανυσµάτων προσφοράς και ζήτησης. Για το σχήµα 1.6 συνεπώς είναι [ ]8 7 1 0 3a = , 

[ ]2 7 3 4 1 0 2b =  και τα µοναδιαία κόστη  δίνονται από τη σχέση ijc
( ) ( ) ,  1..  ,  
2( )ij

a i b jc i
i j
+

= =
+

1..m j n= . 

Λύνοντας το συγκεκριµένο πρόβληµα µε έναν από τους αλγορίθµους που θα 
περιγράψουµε παίρνουµε βέλτιστη τιµή αντικειµενικής συνάρτησης .Η λύση που 
παράγει ένας από τους αλγορίθµους που θα εξετάσουµε είναι ο πίνακας: 

451.5z =

 
1 7
1 3 3

1
0

1 1 0 1

x

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 
 ∞ ∞ ∞ ∞ 
 = ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 
 ∞ ∞ ∞ 

 

 
Ο παραπάνω πίνακας αντιστοιχεί στο παρακάτω διµερές γράφηµα: 

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

6

7

7

3

1
3

3

1

0

1

1

0

1

 
Εικόνα 1.7 – Βέλτιστη λύση του προβλήµατος του σχήµατος 1.7  

Αυτό που πρέπει να παρατηρήσουµε στο παραπάνω σχήµα ότι το διµερές γράφηµα της 
λύσης είναι δέντρο, αφού αποτελείται από 12 – 1 = 11 τόξα και είναι συνεκτικό. Αυτή η 
παρατήρηση είναι πολύ σηµαντική αφού όπως θα δούµε και στη συνέχεια, οι αλγόριθµοι που 
θα παρουσιάσουµε επεξεργάζονται δέντρα. ∆ηλαδή, ξεκινούν από ένα εφικτό δέντρο που 
ικανοποιεί τους περιορισµούς του προβλήµατος και σε κάθε επανάληψη κατασκευάζουν 
δέντρα που αντιστοιχούν σε καλύτερη τιµή αντικειµενικής συνάρτησης. Η οπτική 
παρουσίαση γίνεται µε ριζωµένα δέντρα έτσι ώστε να µπορούµε να εκµεταλλευτούµε τις 
ιδιότητες που περιγράψαµε και για να διευκολυνθεί ο προγραµµατισµός των αντίστοιχων 
αλγορίθµων που θα εξεταστούν. Το αντίστοιχο ριζωµένο δέντρο του σχήµατος 1.7 είναι το 
παρακάτω(η ρίζα έχει επιλεγεί αυθαίρετα και η επιλογή αυτή δεν επηρεάζει την ορθότητα 
των αλγορίθµων.): 
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1

1 2

1 7

1

3 3

1

1 0 1

1 0

2

3 4

5

5 6 7

3 4
 

Εικόνα 1.8 – Το αντίστοιχο ριζωµένο βέλτιστο δέντρο για το διµερές γράφηµα του σχήµατος 1.8 

Εδώ πρέπει να επισηµάνουµε ότι το δέντρο της βέλτιστης λύσης που παράγεται από 
διαφορετικούς αλγορίθµους που λύνουν το ίδιο πρόβληµα δεν είναι πάντα το ίδιο. Αυτό 
σηµαίνει ότι ένα διαφορετικός αλγόριθµος από αυτόν που χρησιµοποιήσαµε για να 
παράγουµε το βέλτιστο δέντρο του σχήµατος 1.8 θα µπορούσε να παράγει ένα βέλτιστο 
δέντρο µε τελείως διαφορετική δοµή. Αυτό όµως που δεν αλλάζει είναι η βέλτιστη τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης , όπου T  το βέλτιστο δέντρο, η οποία πρέπει να 

είναι πάντα η ίδια, ανεξάρτητα από τον αλγόριθµο που χρησιµοποιούµε. 

min
( , )

ij ij
i j T

z
∈

= ∑ c x

Τελειώνοντας µε τον ορισµό του Προβλήµατος Μεταφοράς, θα αναφερθούµε στις 
συνθήκες βελτιστότητας του προβλήµατος, δηλαδή τις συνθήκες εκείνες που πρέπει να 
ισχύουν έτσι ώστε το τρέχον δέντρο να είναι βέλτιστο. Αντιστοιχίζουµε σε κάθε κόµβο 
γραµµή  τη δυϊκή µεταβλητή  και σε κάθε κόµβο στήλη i S∈ iu j D∈  τη δυϊκή µεταβλητή 

. Θέτουµε τώρα: jv
, 1,...,  , 1,...,ij ij i js c u v i m j= − − = = n  

 
Το τρέχον δέντρο  είναι βέλτιστο εάν και µόνον αν είναι εφικτό και  είναι 

. 
T ( , )i j T∀ ∉

0ijs ≥
 
1.3.2 Το Πρόβληµα Αντιστοίχησης (The Assignment Problem) 

Το Πρόβληµα Αντιστοίχησης ή όπως λέγεται πρόβληµα Ανάθεσης Έργων ή πρόβληµα 
Εκχώρησης αποτελεί ένα πολύ διαδεδοµένο πρόβληµα στο χώρο της Επιστήµης των 
Υπολογιστών και της Επιχειρησιακής Έρευνας. Πολλοί αλγόριθµοι αναπτύσσονται συνεχώς 
για την επίλυσή του. Αποτελεί µια ειδική περίπτωση του προβλήµατος Μεταφοράς από το 
οποίο προκύπτει θέτοντας  και m n= ( ) ( ) 1  , 1,...,a i b i i n= = = . Ο ακέραιος  αποτελεί το 
µέγεθος ή τη διάσταση  του προβλήµατος που λύνουµε κάθε φορά.   

n
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Το Πρόβληµα Αντιστοίχησης βρίσκει πολλές εφαρµογές στην καθηµερινή ζωή. Το 
κλασσικότερο παράδειγµα εφαρµογής του προβλήµατος Αντιστοίχησης είναι η βέλτιστη 
ανάθεση  έργων σε  εργοδότες εάν µας είναι γνωστά τα κόστη εκτέλεσης:  n n
 

του 1ου, 2ου,......, -οστού έργου από τον 1n ο  εργοδότη 
του 1ου, 2ου,......, -οστού έργου από τον 2n ο  εργοδότη 
...................................................................................... 
...................................................................................... 
...................................................................................... 
...................................................................................... 
...................................................................................... 

       του 1ου, 2ου,......, n -οστού έργου από τον n -οστό εργοδότη 
 
Ένα παράδειγµα από το χώρο της Επιστήµης των Υπολογιστών αποτελεί η βέλτιστη 
αξιοποίηση µιας οµάδας  επεξεργαστών (CPU) που απαιτούνται για την ταυτόχρονη 
λειτουργία  περιφερειακών συσκευών (εκτυπωτών, δίσκων) εάν ξέρουµε ότι η ανάθεση 
της συσκευής 

n
n

j  στον επεξεργαστή i  απαιτεί περιφερειακή µνήµη i jR  ΜΒ, 1 , . i j n≤ ≤
Παράλληλα, η επίλυση του προβλήµατος Αντιστοίχησης βρίσκει εφαρµογή και στα ∆ίκτυα 
Ηλεκτρονικών Υπολογιστών όπου προσπαθούµε να βρούµε ένα βέλτιστο τρόπο για να 
συνδέσουµε συγκεντρωντές(concentrators) µε κόµβους(nodes) ενός δικτύου. 
Στο Πρόβληµα Αντιστοίχησης χρησιµοποιούµε την ίδια γραφική αναπαράσταση µε το 
πρόβληµα Μεταφοράς. Συµβολίζουµε µε ijx  τη µεταβλητή απόφασης που αντιστοιχεί στο 
τόξο  η οποία είναι ίση µε τη µονάδα, αν το έργο  ανατίθεται στον εργοδότη ( , )i j i j , 
αλλιώς είναι ίση µε το µηδέν .Το Πρόβληµα Αντιστοίχησης µπορεί τώρα να διατυπωθεί ως 
εξής: 
«Ζητείται να βρεθεί η βέλτιστη ανάθεση  εργασιών – αντικειµένων σε  οντότητες – 
αντικείµενα έτσι ώστε το συνολικό κόστος να είναι ελάχιστο .». 

n n

Η µαθηµατική διατύπωση του Προβλήµατος Αντιστοίχησης είναι η παρακάτω:   
                                                                 

1 1

min
n n

ij ij
i j

c x
= =
∑∑  

 
1

. .    1  ,  1,...,
n

i j
i

x j nµ π
=

= =∑ ,   
1

1  ,  1,...,
n

i j
j

x i n
=

= =∑ , 

 0 1 , 1   ,  i jx i j n≤ ≤ ≤ ≤ . 
 
Τα δεδοµένα εισόδου του προβλήµατος είναι µόνο ένας n n×  πίνακας κόστους. Οι συνθήκες 
βελτιστότητας του προβλήµατος είναι ίδιες µε αυτές του προβλήµατος Μεταφοράς. 

Εύκολα βέβαια θα µπορούσε κανείς να συµπεράνει ότι το πρόβληµα Αντιστοίχησης 
µπορεί να λυθεί πολύ εύκολα αν συγκρίνουµε όλα τα πιθανά κόστη που προκύπτουν και 
επιλέξουµε το µικρότερο. Αν σκεφτεί όµως κάποιος ότι υπάρχουν  µεταθέσεις  
διακεκριµένων αντικειµένων, συµπεραίνουµε ότι το κόστος αυτής της διαδικασίας είναι 
απαγορευτικό και ως εκ τούτου οδηγούµαστε σε συνδυαστική έκρηξη . Εδώ βασικά είναι το 
σηµείο που φαίνεται η αξία των αλγορίθµων της συνδυαστικής βελτιστοποίησης, οι οποίοι 
λύνουν το πρόβληµα σε πολυωνυµικό χρόνο O n και όχι σε χρόνο τάξης O n . 

!n n

3( ) ( !)
Εκτενή αναφορά σε προβλήµατα και αλγορίθµους συνδυαστικής βελτιστοποίησης 

γίνεται στο βιβλίο[PSt].    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 
Ο ΠΡΩΤΕΥΩΝ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ SIMPLEX 
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Ο πρωτεύον αλγόριθµος Simplex είναι ένας κλασσικός αλγόριθµος Γραµµικού 

Προγραµµατισµού που εφευρέθηκε το 1947 από τον G.B.Danzig[Dn1] για την επίλυση του 
γενικού γραµµικού προβλήµατος. Συγκαταλέγεται στις δέκα µεγαλύτερες ανακαλύψεις στο 
χώρο της Επιστήµης των Υπολογιστών1 µαζί µε αλγορίθµους όπως ο QuickSort και ο 
FFT(Fast Fourier Transform). O πρωτεύων αλγόριθµος Simplex για τα προβλήµατα 
Μεταφοράς και Αντιστοίχισης2 όπως θα παρουσιασθεί εδώ αποτελεί στην ουσία µια 
εξειδίκευση του αλγορίθµου Simplex για το γενικό γραµµικό πρόβληµα. ∆ηλαδή, µπορεί να 
αποδειχθεί, ότι ο αλγόριθµος που θα παρουσιασθεί είναι ακριβώς ο ίδιος αλγόριθµος που 
χρησιµοποιείται για το γραµµικό πρόβληµα, προσαρµοσµένος στα δίκτυα. 
 
2.1 ΕΦΑΡΜΟΓΗ  ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 

Στη συνέχεια θα περιγράψουµε πως µπορεί ο πρωτεύων αλγόριθµος Simplex να 
εφαρµοστεί για τη επίλυση του προβλήµατος Μεταφοράς. Θα παραθέσουµε την περιγραφή 
του αλγορίθµου, τη βηµατική του εκτέλεση σε µορφή ψευδοκώδικα καθώς και λεπτοµέρειες 
για έναν αποτελεσµατικό τρόπο προγραµµατισµού του αλγορίθµου.     
 
2.1.1 Υπολογισµός ενός Εφικτού ∆έντρου Ξεκινήµατος 

Για να ξεκινήσει η επίλυση ενός προβλήµατος Μεταφοράς, χρειάζεται, όπως και σε 
κάθε πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού, να προσδιοριστεί µια αρχική εφικτή λύση. 
Στην περίπτωσή µας, πρέπει να υπολογίσουµε ένα αρχικό ισχυρό εφικτό δέντρο 
ξεκινήµατος. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι υπολογισµού του εφικτού δέντρου ξεκινήµατος. 
Εµείς θα περιγράψουµε δύο µεθόδους, τη µέθοδο VAM (Vogel’s Approximation Method)  
και τη µέθοδο της βορειοδυτικής γωνίας (North West Corner Method), εκ των οποίων θα 
χρησιµοποιήσουµε τη δεύτερη. 
 
2.1.1.1 Η µέθοδος VAM 

Η µέθοδος VAM χρησιµοποιεί το κόστος Μεταφοράς ως κριτήριο για τον 
προσδιορισµό του εφικτού δέντρου ξεκινήµατος. Έστω λοιπόν έχουµε να λύσουµε ένα m n×  
πρόβληµα Μεταφοράς µε δεδοµένα έναν m n×  πίνακα κόστους , ένα - διάστατο 
διάνυσµα προσφοράς 

C m
A  και ένα -διάστατο διάνυσµα ζήτησης n B .Ο αλγόριθµος 

υπολογισµού ενός εφικτού δέντρου ξεκινήµατος µε τη µέθοδο VAM δουλεύει ως εξής: 
 

Βήµα 0 
Υπολογίζονται οι διαφορές  και  µεταξύ του ελαχίστου και επόµενου ελαχίστου id jd
κόστους κάθε σειράς  και κάθε στήλης i j  του πίνακα κόστους, οι οποίες δεν έχουν 
διαγραφεί. 
Βήµα 1 
Θέτουµε { } { }{ }max max ,  1,..., , max ,  1,...,k i jd d i m d j= = = n . 

Βήµα 2 
Αν  είναι γραµµή του πίνακα κόστους  τότε υπολογίζουµε το ελάχιστο κόστος της k
συγκεκριµένης γραµµής του πίνακα και συνεπώς  θέτουµε  min{ },    1,...,rt kjC C j n= =  
αλλιώς, δηλαδή  αν  είναι στήλη του πίνακα κόστους, θέτουµε αντίστοιχα  k

min{ },    1,...,rt ikC C i= = m

                                                

. 

 
1“If one would take statistics about which mathematical problem is using up most of the computer time in the 
world, then the answer would probably be linear programming”, Laszlo Lovasz, 1980 
2 Ο αλγόριθµος Simplex για προβλήµατα αντιστοίχησης αναπτύχθηκε ξεχωριστά και από τους Barr, Glover και 
Κlingman, δες [BGK].    



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

24 

 
Βήµα 3 
Aν  τότε θέτουµε  , rA B> t rt te X B= = r rA A e′ = −  και διαγράφουµε τη στήλη , t

αλλιώς( ) θέτουµε , rA B≤ t rt rA=e X= t tB B e′ = − , και διαγράφουµε τη γραµµή . Το τόξο r
( , )r t  αποτελεί ένα βασικό τόξο του εφικτού δέντρου ξεκινήµατος µε e  µονάδες µεταφοράς. 
Βήµα 4: 
Αν έχουν διαγραφεί όλα τα κελιά του πίνακα, τότε stop, αλλιώς επέστρεψε στο βήµα 0.  
Παράδειγµα 2.1 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους 
 

5 49 28 20 47 43
19 62 32 61 0 13

2 63 14 46 28 53
1 50 41 26 59 0

C

− 
 
 =
 −
 
 

 

 
τα διανύσµατα προσφοράς  και ζήτησης [ ]5 2 7 6a =  και [ ]2 3 7 2 1 5b =   
αντίστοιχα για ένα  πρόβληµα Μεταφοράς. Να προσδιορισθεί το εφικτό δέντρο 
ξεκινήµατος χρησιµοποιώντας τη µέθοδο VAM.  

4 6×

Λύση: 
Κατασκευάζουµε τον πίνακα που περιέχει τα κόστη,  τις διαφορές κάθε γραµµής και κάθε 
στήλης καθώς και τις τιµές των διανυσµάτων : ,a b

Πίνακας 2.1 

,i jd d  3 1 14 6 28 13 a  

25 -5 49 28 20 47 43 5 
13 19 62 32 61 0 13 2 
16 -2 63 14 46 28 53 7 
1 1 50 41 26 59 0 6 
b  2 3 7 2 1 5  

 
Είναι . Συνεπώς ψάχνουµε να βρούµε το ελάχιστο κόστος στη στήλη 
5, το οποίο βρίσκεται στο κελί . Άρα, το πρώτο βασικό τόξο του δέντρου που 
προκύπτει θα είναι το (  µε  µονάδα µεταφοράς (

max{ , } 28k i jd d d=

2,5)

=

5B
(2,5)

1=25x 2 1A = <
6

).Επίσης, ανανεώνεται  
η διαφορά µόνο της δεύτερης γραµµής, άρα θέτουµε 2d =  και το δεύτερο στοιχείο του 
διανύσµατος της προσφοράς το οποίο τίθεται ίσο µε 2 – 1 = 1. Τα ανανεωµένα δεδοµένα 
φαίνονται παρακάτω: 

Πίνακας 2.2 

,i jd d  3 1 14 6  13 a  

25 -5 49 28 20  43 5 
6 19 62 32 61 1 13 1 
16 -2 63 14 46  53 7 
1 1 50 41 26  0 6 
b  2 3 7 2  5  
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=

1

Είναι . Συνεπώς ψάχνουµε να βρούµε το ελάχιστο κόστος στη γραµµή 
1  το οποίο βρίσκεται στο κελί . Άρα, το δεύτερο βασικό τόξο του δέντρου που 
προκύπτει θα είναι το  µε  µονάδες µεταφοράς(

max{ , } 25k i jd d d=

(1,1)
(1,1)

2=11x 1 2B A= < ) και τα ανανεωµένα 
δεδοµένα φαίνονται παρακάτω: 

Πίνακας 1.3 

,i jd d   1 14 6  13 a  

8 2 49 28 20  43 3 
19  62 32 61 1 13 1 
32  63 14 46  53 7 
26  50 41 26  0 6 
b   3 7 2  5  

 
Είναι . Συνεπώς ψάχνουµε να βρούµε το ελάχιστο κόστος στη γραµµή 
3, το οποίο βρίσκεται στο κελί . Άρα, το τρίτο βασικό τόξο του δέντρου που προκύπτει 
θα είναι το  µε  µονάδες µεταφοράς(

max{ , } 32k i jd d d=

(3,3) 33 7x =

=
(3,3)

3 3 7B A= = ,άρα διαγράφεται η γραµµή 3 
δες πίνακα 2.4). Με την ίδια λογική προκύπτουν και οι πίνακες κάτω από τον 2.4. 

Πίνακας 2.4 

,i jd d   1 4 6  13 a  

8 2 49 28 20  43 3 
19  62 32 61 1 13 1 
   7     

26  50 41 26  0 6 
b   3 0 2  5  

 

 

,i jd d   1 4 6   a  

8 2 49 28 20   3 
29  62 32 61 1  1 
   7     

15  50 41 26  5 1 
b   3 0 2    

,i jd d  1  6   a  

29 2 49  20   3 
1  62 0 61 1  1 
   7     

24  50  26  5 1 
b   3  2    

,i jd d   8  35   a  

 2 3      
1  62 0 61 1  1 
   7     

24  50  26  5 1 
b   0  2    

,i jd d  62  61   a  

 2 3      
1  62 0 61 1  1 
   7     
    1  5  

b   0  1    

,i jd d     61   a  

 2 3      
61  0 0 61 1  1 
   7     
    1  5  

b     1    

,i jd d    61   a  

 2 3      
  0 0 1 1   
   7     
    1  5  

b     0    
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Το αντίστοιχο εφικτό δέντρο ξεκινήµατος που αντιστοιχεί στον τελευταίο από τους 
παραπάνω πίνακες, θα είναι το παρακάτω:  

1

1

 0
2

2

2 3

3 4 5

 0  1     1

3

 7

4

 1

6

 5

 
Εικόνα 2.0 – Το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος κατασκευασµένο µε τη µέθοδο VAM 

2.1.1.2 Η µέθοδος της βορειοδυτικής γωνίας 
Μια από τις πιο κλασσικές µεθόδους για τον υπολογισµό ενός αρχικού εφικτού 

δέντρου για το πρόβληµα Μεταφοράς όταν χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο Simplex είναι η 
µέθοδος της βορειοδυτικής γωνίας(northwest corner method)[Dn2]. 

Η µέθοδος της βορειοδυτικής γωνίας κατασκευάζει ένα εφικτό ριζωµένο δέντρο µε 
ρίζα συνήθως τον κόµβο γραµµή 1. Κατά τη κατασκευή αυτού του δέντρου χρησιµοποιούµε 
σαν δεδοµένα µόνο τα διανύσµατα προσφοράς και ζήτησης. Έστω λοιπόν  είναι το - 
διάστατο διάνυσµα προσφοράς και  είναι το -διάστατο διάνυσµα ζήτησης του 
προβλήµατος που θέλουµε να λύσουµε. Ο σκοπός µας είναι ο υπολογισµός των τιµών των 
µεταβλητών απόφασης 

a m
b n

ijx  που αντιστοιχούν στα τόξα του αρχικού εφικτού δέντρου 
ξεκινήµατος. Οι µεταβλητές απόφασης αποθηκεύονται σε έναν m n×  πίνακα x  όπου αρχικά 
οι τιµές όλων των στοιχείων του τίθενται ίσες µε άπειρο, που υποδηλώνει την ανυπαρξία του 
συγκεκριµένου τόξου. Επίσης, δεξιά της γραµµής  του πίνακα i x  αναγράφονται για ευκολία 
οι τιµές ( ) ,  ενώ κάτω από κάθε στήλη a i 1,...,i = m j  του πίνακα αναγράφονται οι τιµές 

, ( )b j 1,...,j n=
)

. Η µέθοδος της βορειοδυτικής γωνίας δουλεύει ως εξής: Ξεκινούµε από το 
κελί  του πίνακα (1,1 x και θέτουµε 11 min{x a b(1), (1)}= . Μόλις προσδιορίσαµε τη τιµή της 
µεταβλητής απόφασης του πρώτου τόξου του εφικτού δέντρου ξεκινήµατος. Στη συνέχεια 
διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 

• Αν , τότε έχουµε (1) (1)a b< 11 (1)x a=  και θέτουµε 11(1) (1) 0a a x′ = − =

{ (2), (1) (1)}a b a

 ενώ 
. Στη συνέχεια µετακινούµαστε κάθετα στο κελί 

 και θέτουµε πάλι 
11(1)b b= −

)
(1) (1) (1) 0x b a′ = − >

(2,1 21 min{x a(2), (1)} minb′= = − . Έτσι 
προστίθεται στο δέντρο το τόξο . (2,1)

• Αν , τότε έχουµε (1) (1)a b> 11 (1)x b=  και θέτουµε 11(1) (1) 0b b x′ = − =

n{ (1) (1), (2)}a b b

 ενώ 
. Στη συνέχεια µετακινούµαστε οριζόντια στο κελί 

 και θέτουµε πάλι 
11(1)a a x= −

)
(1) (1) (1) 0a b= − >

(1,2 12 min{x a (1), (2)} mib′= = − . Έτσι 
προστίθεται στο δέντρο το τόξο . (1,2)
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• Αν , τότε θέτουµε (1) (1)a b= 22 min{ (2), (2)}x a b= και επίσης θέτουµε  έτσι 

ώστε να κατασκευαστεί ισχυρό δέντρο. 
12 0x =

Συνοψίζοντας, θα περιγράψουµε µια γενική επανάληψη του αλγορίθµου για τον υπολογισµό 
του εφικτού δέντρου µε τη µέθοδο της βορειοδυτικής γωνίας. Έστω λοιπόν είµαστε στο κελί 

. Όλες οι εξισώσεις που αντιστοιχούν σε κόµβους γραµµές ( , )i j k i<  έχουν ικανοποιηθεί 
και όλες οι εξισώσεις που αντιστοιχούν σε κόµβους στήλες  έχουν επίσης 
ικανοποιηθεί. Στη συνέχεια θέτουµε 

j<
min{ ( ), ( )}ijx a i b j=  και ανανεώνονται οι τιµές των 

 και ( ) , θέτοντας   και b j( )a i b j ( ) ( )a i a i′ = ijx− ( ) ( )b j ijx′ = − . Επιπρόσθετα: 
• Αν a i  και ,µετακινούµαστε κάθετα στο κελί ( ) 0′ = ( ) 0b j′ > ( 1,i j)+ . 
• Αν a i  και , µετακινούµαστε οριζόντια στο κελί ( . ( ) 0′ > ( ) 0b j′ = , 1)i j +
• Αν  και , µετακινούµαστε διαγώνια στο κελί , αφού 

πρώτα προσθέσουµε το τόξο 
( ) 0a i′ = ( ) 0b j′ = ( 1, 1i j+ + )

( , 1)i j + , θέτοντας , 1 0i jx + =  για να εξασφαλίσουµε τη 
συνεκτικότητα του δέντρου. 

Παράδειγµα 2.2 
∆ίνονται το διάνυσµα προσφοράς [ ]5 2 7 6a = , το διάνυσµα  ζήτησης 

[ ]2 3 7 2 1 5b = , και ο πίνακας κόστους  
 

5 49 28 20 47 43
19 62 32 61 0 13

2 63 14 46 28 53
1 50 41 26 59 0

C

− 
 
 =
 −
 
 

 

 
 για ένα  πρόβληµα Μεταφοράς. Να κατασκευασθεί ένα ισχυρό δέντρο ξεκινήµατος 
µε τη µέθοδο της βορειοδυτικής γωνίας.  

4 6×

Λύση:  
Ο πίνακας 2.5 είναι ο αρχικός. (Τα στοιχεία των διανυσµάτων ,  φαίνονται µε έντονα 
γράµµατα στις άκρες του πίνακα. Το σκιασµένο κελί είναι το τρέχον).

a b
 

Πίνακας 2.5 

∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  5 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  2 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  7 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  6 
2 3 7 2 1 5  

 
Θέτουµε 11 min{ (1), (1)} min{5,2} 2 (1)x a b b= = =

'(1) 0b = (1) (1) (1)a a b
=  και στη συνέχεια σύµφωνα µε όσα 

αναφέρθηκαν θα έχουµε , 5 2 3′ = − = − =  και µεταφερόµαστε στο κελί 
.Συνεπώς, ο πίνακας 2.5 θα πάρει την παρακάτω µορφή:   (1,2)

Πίνακας 2.6 

2 ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  3 
 ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  2 

∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  7 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  6 
0 3 7 2 1 5  

∞
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Στη συνέχεια επειδή , θέτουµε (1) (2) 3a b= = 12 3x = ,  13 0x = , και 
µεταφερόµαστε στο κελί ( .Συνεπώς ο πίνακας 2.6 θα πάρει την παρακάτω µορφή: 

(1) (2) 3a b′ ′= =
2,3)

Πίνακας 2.7 

2 3 0 ∞  ∞  ∞  0 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  2 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  7 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  6 
0 0 7 2 1 5  

 
Συνεχίζοντας έχουµε 23 min{ (2), (3)} min{2,7} 2 (2)x a b a= = = = , άρα θα είναι '(2) 0a = , 

 και µεταφερόµαστε στο κελί .Συνεπώς, ο πίνακας 2.7 θα 
πάρει την παρακάτω µορφή: 

(3) (3) (2) 7b b a′ = − = 2 5− = (3,3)

Πίνακας 2.8 

2 3 0 ∞  ∞  ∞  0 
∞  ∞  2 ∞  ∞  ∞  0 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  7 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  6 
0 0 5 2 1 5  

 
Με τον ίδιο τρόπο θέτουµε 33 min{ (3), (3)} min{7,5} 5 (3)x a b b= = =

(3) (3) (3) 7 5 2a a b′
=  και στη συνέχεια 

σύµφωνα θα έχουµε , '(3) 0b = = − = − =  και µεταφερόµαστε στο κελί 
.Συνεπώς, ο πίνακας 2.8 θα πάρει την παρακάτω µορφή:  (3,4)

Πίνακας 2.9 

2 3 0 ∞  ∞  ∞  0 
 ∞  2 ∞  ∞  ∞  0 

∞  ∞  5 ∞  ∞  ∞  2 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  6 
0 0 0 2 1 5  

∞

 
Η ανανέωση του παραπάνω πίνακα γίνεται ως εξής: Επειδή , θέτουµε 

,  ,  και µεταφερόµαστε στο κελί .Συνεπώς ο πίνακας 2.9 
θα πάρει την παρακάτω µορφή: 

(3) (4) 2a b= =
5)34 2x = 35 0x = (3) (4) 2a b′ ′= = (4,

Πίνακας 2.10 

2 3 0 ∞  ∞  ∞  0 
 ∞  2 ∞  ∞  ∞  0 

∞  ∞  5 2 0 ∞  0 
∞  ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  6 
0 0 0 0 1 5  

∞

 
 Στην επόµενη επανάληψη και ακολουθώντας ακριβώς την ίδια διαδικασία όπως 
προηγούµενα, θα έχουµε 45 min{ (4), (5)} min{1,6} 1 (4)x a b a= = = =

1 5− = (4,6
 και συνεπώς 

, . Άρα µεταφερόµαστε στο κελί  και συνεπώς  ο 
πίνακας 2.10 θα πάρει την παρακάτω µορφή: 

(5) 0b′ = (4) (4) (5) 6a a b′ = − = )
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Πίνακας 2.11 

2 3 0 ∞  ∞  ∞  0 
 ∞  2 ∞  ∞  ∞  0 

∞  ∞  5 2 0 ∞  0 
∞  ∞  ∞  ∞  1 ∞  5 
0 0 0 0 0 5  

∞

 
Εκτελώντας και την τελευταία επανάληψη, όπου θέτουµε 46 5x =  και  ο 
πίνακας 2.11 θα πάρει την παρακάτω τελική µορφή : 

(4) (6) 0a b′ ′= =

Πίνακας 2.12 

2 3 0 ∞  ∞  ∞  0 
 ∞  2 ∞  ∞  ∞  0 

∞  ∞  5 2 0 ∞  0 
∞  ∞  ∞  ∞  1 5 0 
0 0 0 0 0 0  

∞

 
Σε αυτό το σηµείο έχει πλέον προσδιορισθεί το ριζωµένο εφικτό δέντρο ξεκινήµατος του 
προβλήµατος. ∆ηλαδή ο πίνακας 2.12 αντιστοιχεί στο δέντρο το παρακάτω σχήµατος: 
 

1

1 2

2 5

2 0

1

5

2

4

4

3

2 3 0

3

5

6
 

Εικόνα 2.1 – Το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος του προβλήµατος 

Από τη στιγµή που έχει προσδιορισθεί το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος, µπορούµε πλέον να 
εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο Simplex για την επίλυση του προβλήµατος, ξεκινώντας µε τη 
λύση που προσδιορίσαµε µε τη βοήθεια της µεθόδου της βορειοδυτικής γωνίας. Μπορούµε, 
άνετα να επαληθεύσουµε ότι το δέντρο του σχήµατος 2.1 είναι εφικτό αφού ικανοποιεί τους 
αρχικούς περιορισµούς του προβλήµατος µεταφοράς.  

Στη συνέχεια, και πριν αρχίσουµε την περιγραφή του αλγορίθµου Simplex, πρέπει να 
υπολογίσουµε και τα διανύσµατα των δυϊκών µεταβλητών των κόµβων του εφικτού δέντρου.  



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

30 

 
Από τη δυϊκή θεωρία είναι γνωστό ότι το µειωµένο κόστος κάθε βασικής µεταβλητής 

ενός προβλήµατος είναι ίση µε το 0. Συνεπώς ( , )i j T∀ ∈ , όπου  το εφικτό δέντρο του 
προβλήµατος θα ισχύει:   

T

( ) ( ) ( ) 0ij ij i js T c u T v T= − − =  
 

Έχοντας  βασικά τόξα και 1m n+ − m n+  µεταβλητές (u i, 1,..., ,    , 1,...,i jm v j n= = ) µπορεί 
να προκύψει ένα γραµµικό σύστηµα 1m n+ −  εξισώσεων µε  m n+  αγνώστους, αφού κάθε 
τόξο του δέντρου αντιστοιχεί και σε µια εξίσωση. Επίσης η δυϊκή µεταβλητή της ρίζας 
τίθεται εξ’ορισµού ίση µε το µηδέν (u1 0= )  και τελικά το γραµµικό σύστηµα µετατρέπεται 
σε ένα σύστηµα, το οποίο λύνουµε πολύ εύκολα λόγω της ιδιαίτερης δοµής 
του εφικτού δέντρου και βρίσκουµε τις τιµές των δυϊκών µεταβλητών. Το σύστηµα των 
εξισώσεων που προκύπτουν για το εφικτό δέντρο που υπολογίσαµε θα είναι λοιπόν: 

( )m n+ × (m n+ )

 
1

11 1 1

12 1 2

13 1 3

23 2 3

33 3 3

34 3 4

35 3 5

45 4 5

46 4 6

0u
c u v
c u v
c u v
c u v
c u v
c u v
c u v
c u v
c u v

= 
= + 
= +


= + 
= + 
= + 
= +


= + 
= + 

= + 

 

 
Αντικαθιστώντας τα , βρίσκουµε εύκολα τη λύση που είναι τα εξής διανύσµατα ijc

[ ]0 4 14 17u = −  και  [ ]5 49 28 60 42 17v = − −

s

. Στη συνέχεια υπολογίζουµε τα 
µειωµένα κόστη των µη βασικών τόξων του δέντρου, χρησιµοποιώντας τον τύπο 

 και υπολογίζουµε έναν πίνακα  που τον ονοµάζουµε πίνακα των 
µειωµένων κοστών και είναι από τις πιο σηµαντικές δοµές δεδοµένων που θα επεξεργάζεται 
ο αλγόριθµος που θα περιγραφεί. Συνεπώς, κάνοντας πράξεις, βρίσκουµε ότι για το 
συγκεκριµένο πρόβληµα αυτός ο πίνακας θα είναι ο παρακάτω:  

ij ij i js c u v= − −

 
0 0 0 40 5 60
20 9 0 3 46 26
17 28 0 0 0 84
11 16 4 51 0 0

s

− 
 − − =
 
 − − − − 

 

 
Έχοντας πλέον υπολογίσει όλα τα απαραίτητα στοιχεία µπορούµε να εφαρµόσουµε τον 
αλγόριθµο Simplex, η περιγραφή του οποίου αρχίζει παρακάτω.  
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2.1.2 Περιγραφή του Αλγορίθµου 

Στη συνέχεια θα περιγράψουµε την εφαρµογή του πρωτεύοντος αλγορίθµου Simplex 
για την επίλυση του προβλήµατος Μεταφοράς. Όπως είδαµε το αρχικό πρόβληµά µας 
περιγράφεται από ένα διµερές γράφηµα  µε αποτέλεσµα τα τόξα των διαδοχικών δέντρων 
που σχηµατίζονται να είναι εναλλάξ προς τα κάτω και προς τα πάνω, αναλόγως µε  το 
επίπεδο που βρίσκονται. Επίσης, όλα τα τόξα κατευθύνονται πάντα από κόµβους γραµµές σε 
κόµβους στήλες. Συνεπώς, αν πάρουµε δύο διαδοχικά τόξα, αποκλείεται αυτά να έχουν την 
ίδια φορά. Αυτή η παρατήρηση είναι πάρα πολύ σηµαντική και ερµηνεύει όπως θα δούµε 
στη συνέχεια το ότι ένα πρόβληµα Μεταφοράς δεν είναι ποτέ απεριόριστο. 

O αλγόριθµος ακολουθεί τη λογική του κλασσικού αλγορίθµου Simplex για το γενικό 
γραµµικό πρόβληµα. Σε κάθε επανάληψη, κάποια µεταβλητή, που ονοµάζεται εισερχόµενο 
τόξο ( , ) ,  εισέρχεται στη βάση ενώ κάποια άλλη µεταβλητή, που ονοµάζεται εξερχόµενο 
τόξο , βγαίνει από τη βάση. Αρχικά ο αλγόριθµος ελέγχει το πρόσηµο των στοιχείων 
του πίνακα . Αν είναι για όλα τα κελιά του πίνακα, τότε το τρέχον δέντρο είναι 
βέλτιστο και ο αλγόριθµος σταµατά, αλλιώς προσδιορίζεται το εισερχόµενο τόξο . 
Παρακάτω βλέπουµε µια απεικόνιση µιας επανάληψης γενικής µορφής του αλγορίθµου 
Simplex. 

g h
( , )k

s 0ijs ≥
( , )g h

1

f

k

l

h

g

(+)

(+)

(+)

(-)

(-)

(-)

T*

(+) (-)

1

f

k

l

h

g

 
Εικόνα 2.2 – Μια επανάληψη γενικής µορφής του αλγορίθµου Simplex 

Το εισερχόµενο τόξο καθορίζεται από τον πίνακα των µειωµένων κοστών  και 
ισούται κάθε φορά µε τους δείκτες ενός αρνητικού στοιχείου του πίνακα , την τιµή του 
οποίου θέτουµε ίση µε 

s
s

δ . ∆ηλαδή είναι ghsδ = . Στο παραπάνω σχήµα το εισερχόµενο τόξο 
ζωγραφίζεται µε διακεκοµµένες γραµµές. Το εισερχόµενο τόξο, αφού δεν είναι βασικό, θα 
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σχηµατίζει έναν προσανατολισµένο κύκλο. ∆ηµιουργούµε δύο σύνολα µε τόξα, το C+ , το 
οποίο περιέχει το εισερχόµενο τόξο και όσα τόξα ανήκουν στον σχηµατιζόµενο κύκλο και 
έχουν ίδια φορά µε το εισερχόµενο τόξο και το C− , το οποίο περιέχει τα υπόλοιπα τόξα, 
δηλαδή τα τόξα που ανήκουν στον κύκλο και έχουν αντίθετη φορά από αυτήν του 
εισερχοµένου τόξου. Το εξερχόµενο τόξο  θα είναι ένα τόξο του  το οποίο θα 
καθορίζεται από τη σχέση 

( ,k
) : (

)
, )

C−

min{ ( }kl ijx x T i j Cε −= = ∈ .Η ανανέωση του δέντρου γίνεται 
προσθέτοντας το εισερχόµενο τόξο και αφαιρώντας το εξερχόµενο. Έτσι προκύπτει ένα 
τελείως διαφορετικό δέντρο, όπως φαίνεται και στο σχήµα 2.2.   

T

 , )
( )

( )
ij

ij
ij

( )

)   ,

  , (

( ,

x T i
x T

x T i

ε

ε

′ = 


, )
min{ ( ) : (kl ij

+ ∀

− ∀

}, )x T i j C−= =

ijs T
b

∈ ij

( , )k

( )

b s b

h ∈
0q δ= <

b b  , 1,...,j j q j= − =

 , 1,...,q i

*
*n

m+ =

)klx j ∈ε= =

Το πιο ενδιαφέρον σηµείο του αλγορίθµου αποτελεί η ανανέωση των τιµών ( )ijx  και 
, όπου  είναι το τρέχον δέντρο. Η ανανέωση των τιµών ( )( )ijs T T ijx T  γίνεται µε βάση τον 

τύπο: 

  

j

j

+

−

∈

∈
 

C

C
 
,όπου  είναι το καινούριο δέντρο που προκύπτει κατά την επανάληψη 
του αλγορίθµου και 

( , ) ~ (T T g h k′ = ∪
xε . Η ανανέωση των µεταβλητών  

αποτελεί πιο δύσκολη διαδικασία. Βασικό στοιχείο στη διαδικασία ανανέωσης αποτελεί το 
αποκοµµένο δέντρο , που είναι το υπόδεντρο του αρχικού δέντρου που προκύπτει κατά 
την αφαίρεση του εξερχόµενου τόξου .Το δέντρο αυτό περιβάλλεται µε ένα 
ελλειψοειδές στο σχήµα 2.2. 

( )s T

*T

Η ανανέωση λοιπόν των τιµών  πραγµατοποιείται ως εξής: Για όλους τους 
κόµβους  αν ο κόµβος  είναι κόµβος-γραµµή, προσθέτουµε(ή αφαιρούµε) την 
ποσότητα 

*b T∈
0δ <  στην γραµµή  του πίνακα , αλλιώς (δηλαδή όταν ο κόµβος  είναι 

κόµβος-στήλη)  αφαιρούµε(ή προσθέτουµε)  την ποσότητα 0δ <  στη στήλη  του πίνακα 
. Για να αποφασίσουµε ποια µαθηµατική πράξη θα εκτελεσθεί στις γραµµές και στις 

στήλες του πίνακα, πρέπει µετά το τέλος της ανανέωσης το µειωµένο κόστος του 
εισερχόµενου τόξου να γίνει ίση µε το µηδέν, αφού αυτό γίνεται βασικό. Για να επιτευχθεί 
αυτό αλγοριθµικά, ελέγχουµε αν ο κόµβος  ανήκει στο δέντρο * . Αν  θέτουµε 

b

h T

s

q
T *

0δ= − > , αλλιώς θέτουµε  . Στη συνέχεια εάν ο κόµβος  είναι κόµβος- 
γραµµή θα έχουµε  αλλιώς (δηλαδή ο κόµβος  είναι κόµβος- 
στήλη) θα έχουµε 

b T∈
b T∈:s s

 b  b:i is s= .Μετά την ανανέωση όλων των µεταβλητών, έχει 
τελειώσει µια επανάληψη του αλγορίθµου και αναζητούµε νέο εισερχόµενο τόξο. Ακριβώς 
αυτή η µέθοδος ανανέωσης θα χρησιµοποιείται σε όλους τους αλγορίθµους που θα 
περιγράψουµε.  

Τελειώνοντας µε την περιγραφή του αλγορίθµου, θα αναφερθούµε σε µια πολύ 
σηµαντική παρατήρηση που αφορά  την επιλογή του εξερχόµενου τόξου. Είδαµε ότι το 
εξερχόµενο τόξο  καθορίζεται από τον τύπο( , )k min{ ( ) : ( , }ijx T i C−

( , )i j

.Τι γίνεται 
όµως στην περίπτωση που έχουµε δύο ή περισσότερα τόξα που έχουν την ίδια ελάχιστη 
µεταβλητή απόφασης; Στην περίπτωση αυτή εφαρµόζουµε τον κανόνα κύκλωσης του 
Cunninghum[Cun], ο οποίος εγγυάται την κατασκευή µόνο ισχυρών δέντρων. Ισχυρό 
ονοµάζεται το δέντρο εκείνο στο οποίο όλα τα εκφυλισµένα τόξα , δηλαδή τα τόξα µε 

, είναι προς τα κάτω. Για να εφαρµόσουµε τον κανόνα του Cunninghum θα πρέπει να 
αναφέρουµε τα παρακάτω: 

0ijx =

• Ονοµάζουµε επιτρεπτά τα τόξα ( , )r t C−∈  µε min{ ( ) : ( , ) }rt ijx x T i j C−= ∈  
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• Ονοµάζουµε κόµβο ένωση (joint) τον κόµβο που ανήκει στην τοµή των δρόµων που 

διαγράφονται από τους κόµβους και  προς τη ρίζα του δέντρου και έχει το 
µεγαλύτερο βάθος. Ο κόµβος ένωση στο σχήµα 2.2 είναι ο κόµβος 

g h
f . 

Ο κανόνας του Cunninghum επιλέγει το πρώτο επιτρεπτό τόξο που συναντάµε όταν 
διαγράφουµε τον σχηµατιζόµενο κύκλο κατά τη φορά του εισερχόµενου τόξου, ξεκινώντας 
από τον κόµβο ένωση f .  
2.1.3 Βηµατική Περιγραφή του Αλγορίθµου 

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο σε µορφή βηµάτων και βασισµένοι 
στα βήµατα του αλγορίθµου θα λύσουµε ένα πρόβληµα. 
 
ΒΗΜΑ 0:(Καθορισµός αρχικών µεταβλητών) 
Υπολόγισε ένα εφικτό δέντρο ξεκινήµατος  µε τη µέθοδο της βορειοδυτικής γωνίας καθώς T
και τις δυϊκές µεταβλητές των κόµβων του δέντρου θέτοντας  u  και 1 0=

( ) ( ) ( ) 0ij ij i js T c u T v T= − − =  για κάθε βασικό τόξο ( , )i j T∈ . 
 
ΒΗΜΑ 1:(Έλεγχος βελτιστότητας) 
Αν  είναι 0  τότε το δέντρο  είναι βέλτιστο και ο αλγόριθµος τερµατίζει, ( , )i j T∀ ∉ ijs ≥ T
αλλιώς πήγαινε στο βήµα 2.  
 
ΒΗΜΑ 2:(Επιλογή εισερχοµένου τόξου) 
Υπολόγισε το εισερχόµενο τόξο  ελέγχοντας τα µειωµένα κόστη των µη βασικών ( , )g h
τόξων µε βάση τον τύπο min{ ijs s : 0}gh ijsδ= = < . 
 
ΒΗΜΑ 3:(Επιλογή εξερχόµενου τόξου) 
Υπολόγισε τα σύνολα τόξων , C+ C−  και καθόρισε τα επιτρεπτά τόξα  τέτοια ώστε να ( , )r t
ισχύει min{ : ( , )rt ij }x x iε −= = j ∈C .Βρες τον κόµβο ένωση f .Τότε, το εξερχόµενο τόξο 
( , )k  θα είναι το πρώτο τόξο που συναντάµε κατά τη διαγραφή του κύκλου µε τη φορά του 
εισερχοµένου τόξου ξεκινώντας από τον κόµβο ένωση f .(Κανόνας ανακύκλωσης του 
Cunninghum).    
 
ΒΗΜΑ 4:(Ανανέωση των µεταβλητών) 
Θέσε ( ) ( )ij ijx T x T ε′ = −  για κάθε τόξο ( , )i j C−∈  και αντιστοίχως ( ) ( )ij ijx T x T ε′ = +  για 

κάθε τόξο .Υπολόγισε το δέντρο  που είναι το δέντρο που αποκόβεται από τη ( , )i j C+∈ *T
ρίζα όταν αφαιρείται το εξερχόµενο τόξο. Αν *h T∈  θέσε 0q δ= − > , αλλιώς θέσε  

0q δ= < . Στη συνέχεια εάν ο κόµβος *b T∈  είναι κόµβος-γραµµή θέσε 
( ')bjs T ( )  , bjs T q= − 1,...,j n=  αλλιώς (δηλαδή ο κόµβος *b T∈  είναι κόµβος-στήλη) θέσε 
( ')ibs T ( )  , ibs T q= + 1,...,i m= .(Ανανεώνονται οι τιµές  των τόξων  που προσπίπτουν ijs ( , )i j

σε κόµβους που ανήκουν στο δέντρο T ) *
 
ΒΗΜΑ 5:(Ανανέωση του τρέχοντος δέντρου) 
Θέσε T  και πήγαινε στο βήµα 1. 'T=
 
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε την ακριβή επίλυση ενός παραδείγµατος. Θα 
χρησιµοποιήσουµε τα δεδοµένα που χρησιµοποιήσαµε στο προηγούµενο παράδειγµα 
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(παράδειγµα 2.1) όπου εφαρµόσαµε τη µέθοδο της βορειοδυτικής γωνίας για την κατασκευή 
ενός εφικτού δέντρου ξεκινήµατος. 
Παράδειγµα 2.3 
∆ίνονται το διάνυσµα προσφοράς [ ]5 2 7 6a = , το διάνυσµα  ζήτησης 

[ ]2 3 7 2 1 5b = , και ο πίνακας κόστους  
 

5 49 28 20 47 43
19 62 32 61 0 13

2 63 14 46 28 53
1 50 41 26 59 0

C

− 
 
 =
 −
 
 

 

 
 για ένα 4  πρόβληµα Μεταφοράς. Να λυθεί µε τον πρωτεύοντα αλγόριθµο Simplex που 
εφαρµόζει τον κανόνα περιστροφής του Cunninghum.  

6×

Λύση: 
Αρχικά, πρέπει να εφαρµόσουµε τη µέθοδο της βορειοδυτικής γωνίας για την κατασκευή του 
εφικτού δέντρου ξεκινήµατος. Επίσης, πρέπει να υπολογίσουµε τις δυϊκές µεταβλητές και 
τον πίνακα µειωµένων κοστών . Όλα αυτά έγιναν στο προηγούµενο παράδειγµα. Η λύση 
του προβλήµατος θα περιγράφεται µε ένα πίνακα στον οποίο θα περιέχουµε τα µειωµένα 
κόστη των τόξων του προβλήµατος. Όπου υπάρχει βασικό τόξο, η τιµή της αντίστοιχης 
βασικής µεταβλητής θα βρίσκεται µέσα σε ένα γκρίζο κελί. Εννοείται ότι η αντίστοιχη τιµή 
του µειωµένου κόστους σε αυτό το κελί θα είναι ίση µε το µηδέν. Συνεπώς το αρχικό δέντρο 
και ο αρχικός πίνακας που θα χρησιµοποιήσουµε φαίνονται στα παρακάτω σχήµατα:       

s

1

1 2

2 5

2 0

1

5

2

4

4

3

2 3 0

3

5

6
 

Εικόνα 2.3 – Το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος του προβλήµατός µας. 

Παρακάτω παρουσιάζουµε και τον αντίστοιχο πίνακα ξεκινήµατος: 
Πίνακας 2.13 – Ο πίνακας που αντιστοιχεί στο δέντρο του σχήµατος 2.3 

2 3 0 -40 5 60
20 9 2 -3 -46 26
17 28 5 2 0 84
-11 -16 -4 -51 1 5
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Στη συνέχεια θα περιγράψουµε τις επαναλήψεις του αλγορίθµου για την επίλυση του 
προβλήµατος: 

Επανάληψη 1 
• Είναι 44min{ : 0} 51gh ij ijs s s sδ= = < = = − . Συνεπώς 51δ = −  και ( , ) (4,4)g h =  

• Είναι , .Συνεπώς για την επιλογή του 
εξερχόµενου τόξου θα έχουµε  

{(4,4), (3,5)}C+ = {(3,4), (4,5)}C− =
min{ 34 45 45: ( , ) } min{ , } 1k ijx x i j C x x x−∈ = = =ε= = . 

Άρα 1ε = ( , ) (4,5)k = και . 
• Ανανεώνουµε τις τιµές ijx  ως εξής: Θέτουµε 44 0 1 1x = + =  και ,αφού 35 0 1 1x = + =

(4,4), (3,5) C+∈  και  ,34 2 1 1x = − = 45 1 1x 0= − =  αφού .(3, 4), (4,5) C−∈  
• Η ανανέωση των µεταβλητών  και του τρέχοντος δέντρου φαίνεται αναλυτικά στα 

παρακάτω σχήµατα. Παρατηρείστε ότι οι κόµβοι του υπόδεντρου *  ζωγραφίζονται 
µε γκρι χρώµα.

ijs
T

 
 

1

2

2 5

2(-) 0(+)

1(-)

5

2

4

4

3

2 3 0

3

5

6

(+)

1

1 2

2 5

1

5

2

4

4

3

2 3 0

3

5

6

1

1

2 3 0 -40 5 60
20 9 2 -3 -46 26
17 28 5 2 0 84
-11 -16 -4 -51 1 5

2 3 0 -40 5 9
20 9 2 -3 -46 -25
17 28 5 1 1 33
40 35 47 1 51 5 +51

  -51

1

Εικόνα 2.4 - Η πρώτη επανάληψη του αλγορίθµου 
 
Κάτω από κάθε δέντρο τοποθετούµε το πίνακα µε τις τιµές  και ijs ijx  που αντιστοιχούν σε 
αυτά. Ειδικότερα, στον πρώτο πίνακα, δίπλα από κάθε γραµµή ή στήλη η τιµή της οποίας 
πρέπει να ανανεωθεί τοποθετούµε την τιµή ( δ+  ή δ−  ) που προστίθεται κάθε φορά σε 
αυτήν. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα επειδή µόνο ο κόµβος γραµµή 4 και ο κόµβος στήλη 6 
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ανήκουν στο υπόδεντρο T , ανανεώνουµε µόνο τις τιµές  στην τέταρτη γραµµή και έκτη 
στήλη του πίνακα. 

* ijs

n{s s δ

5), (
( ,x i

( , ) =
=

2(-)

4

4

6

1

2

Επανάληψη 2 
• Είναι 25mi : 0} 46gh ij ijs sδ= = < = = − . Συνεπώς 46= −  και ( , ) (2,5)g h =  

• Είναι , .Συνεπώς για την επιλογή του 
εξερχόµενου τόξου θα έχουµε  

{(2, 3,3)}C+ = {(3,5), (2,3)}C− =
min{ 35 23 35: ) } min{ , } 1k ijx j C x x x−ε= = ∈ = = = . 

Άρα 1ε = (3,5k και .)  
• Ανανεώνουµε τις τιµές ijx  ως εξής: Θέτουµε 25 0 1 1x + =  και ,αφού 33 5 1 6x = + =

(2,5), (3,3) C+∈  και  ,23 2 1 1x = − = 35 1 1x 0= − =  αφού .(2,3), (3,5) C−∈  
• Η ανανέωση των µεταβλητών  και του τρέχοντος δέντρου φαίνεται αναλυτικά στα 

παρακάτω σχήµατα. 
ijs

 
1

1 2

5(+)

1 1(-)

5

2

 

3

2 3 0

3

1

1 6

1

5

2

4

4

3

5

1(+)

2 3 0

3

5

6

1

1

+46

2 3 0 -40 51 9
20 9 1 -3 1 -25
17 28 6 1 46 33
40 35 47 1 97 5

2 3 0 -40 5 9
20 9 2 -3 -46 -25
17 28 5 1 1 33
40 35 47 1 51 5

Εικόνα 2.5 – Η δεύτερη  επανάληψη του αλγορίθµου 
 
Παρατηρούµε ότι αυτή τη φορά το δέντρο *  αποτελείται µόνο από τον κόµβο στήλη 5. 
Συνεπώς προσθέτουµε την τιµή 

T
δ−  µόνο στη στήλη 5 του πίνακα. Το ότι πρέπει να 

προσθέσουµε και όχι να αφαιρέσουµε δ−  στη στήλη 5 του πίνακα, φαίνεται από το γεγονός 
ότι το µειωµένο κόστος του τόξου ( ,g h) (2,5)=  πρέπει να γίνει ίσο µε το µηδέν. Αυτό όµως, 
µπορεί εύκολα να επαληθευτεί και αλγοριθµικά σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν στην 
περιγραφή του αλγορίθµου. Συνεπώς, επειδή *h T∈ , θέτουµε 46 0q δ= − = >

46,  1,..., 4i
.Συνεπώς 

επειδή ο κόµβος  είναι κόµβος στήλη, θα έχουµε *h T∈ ih ihs s= + = . Αυτή τη 
µέθοδο όπως θα δούµε παρακάτω θα χρησιµοποιήσουµε και για τον προγραµµατισµό της 
συνάρτησης που θα ανανεώνει τον πίνακα . s
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 Επανάληψη 3 

• Είναι 14min{ : 0} 40gh ij ijs s s sδ= = < = = − . Συνεπώς 40δ = −  και ( , ) (1,4)g h =  

• Είναι , .Συνεπώς για την επιλογή του 
εξερχόµενου τόξου θα έχουµε  

{(1,4), (3,3)}C+ = {(3,4), (1,3)}C− =
min{ 34 13 13: ( , ) } min{ , } 0k ijx x i j C x x x−ε= = ∈ = = = . 

Άρα 0ε =  και .( , ) (1,3k = )  
• Επειδή 0ε =

ij

, η επανάληψη αυτή δε θα επηρεάσει τις τιµές των µεταβλητών 
απόφασης x . Απλώς θέτουµε την τιµή της µεταβλητής απόφασης του εισερχοµένου 
τόξου .Η επανάληψη αυτή, δηλαδή όπου 14 0x = 0ε = , ονοµάζεται εκφυλισµένη, 
αφού δεν µεταβάλλει την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης.   

• Η ανανέωση των µεταβλητών  και του τρέχοντος δέντρου φαίνεται αναλυτικά στα 
παρακάτω σχήµατα. 

ijs
 

1

1 4 2

2

4

3

2

3

6

5

0(+) 3(-)

   1

 5

   1(-)

 6(+)

1(-)

1

(+)

1

1 4 2

2

4 2

3

6 5

1 2

    1

 5

3

     1

     1 0

7

2 3 40 0 91 49
-20 -31 1 -3 1 -25
-23 -12 6 1 46 33
0 -5 47 1 97 5

  +31

  +31

2 1 9 1 60 49
11 1 0 28 1 6
8 19 7 31 46 64
0 -5 16 1 66 5

  -31   -31  
Εικόνα 2.6 – Η τρίτη  επανάληψη του αλγορίθµου 

 
Στην παραπάνω επανάληψη βλέπουµε ότι το υπόδεντρο *  περιέχει περισσότερους 
κόµβους. Η ανανέωση όλων των τιµών φαίνεται αναλυτικά στους παραπάνω πίνακες. Αν 
θελήσουµε να υπολογίσουµε την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης για να δούµε κατά 
πόσο έχει βελτιωθεί µέχρι τώρα θα έχουµε 

T

3) T
c

∈
3

( ,
( ) 325ij ij

i j
z T x= =∑ . Η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης για το αρχικό εφικτό δέντρο  είναι . 

Συνεπώς µέχρι στιγµής έχουµε µια βελτίωση κατά 

1T 1( )z T

1 3( )z T
1( , )

422ij ij
i j T

c x
∈

= =∑
( )z T− , η οποία όµως δεν είναι 

βέλτιστή.   
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Επανάληψη 4 

• Είναι 22min{ : 0} 31gh ij ijs s s sδ= = < = = − . Συνεπώς 31δ = −  και ( , ) (2,2)g h =  

• Είναι ,C . Εδώ παρατηρούµε ότι {(2,2), (1,4), (3,3)}C+ =
n{ : ( , ) } min{ij

{(2,3), (3,4), (1,2)}− =

12 34 23 23 34, , } 1mi x i j C−= ∈ =
(2,3) (3,4)

[ , ]P T w
w

x x x x x= =

[ , ]P T g P T

ε = . Άρα έχουµε δύο επιτρεπτά 
τόξα τα και .Ο κόµβος ένωση είναι η ρίζα του δέντρου, επειδή είναι ο 
κόµβος που ανήκει στην τοµή των συνόλων ,  και έχει το µικρότερο 
βάθος, όπου  είναι το σύνολο των κόµβων που βρίσκονται στο µονοπάτι από 
έναν κόµβο  προς τη ρίζα του δέντρου. Άρα, στο συγκεκριµένο παράδειγµα ο 
κόµβος ένωση είναι ο κόµβος 1. Συνεπώς το εξερχόµενο τόξο είναι το   
επειδή είναι το πρώτο τόξο που συναντάµε όταν διαγράφουµε τον κύκλο κατά τη 
φορά του εισερχοµένου τόξου.

[ , ]h

( , ) (3, 4)k =

 
• Ανανεώνουµε τις τιµές ijx  ως εξής: Θέτουµε 22 0 1 1x = + = ,  και 

,αφού 
14 0 1 1x = + =

33 6 1 7x = + = (2,2 ,4), (3,3) C), (1 +∈  και  12 3 1x 2= − = ,  και 
 αφού (

34 1 1 0x = − =

23 1 1 0x = − = 1,2), ), (2,3) C(3,4 −∈ . 
• Η ανανέωση των µεταβλητών  και του τρέχοντος δέντρου φαίνεται αναλυτικά στα 

παρακάτω σχήµατα. 
ijs

 
1

1 4 2

2

4

3

2

3

6

5

0(+) 3(-)

   1

 5

   1(-)

 6(+)

1(-)

1

(+)

1

1 4 2

2

4 2

3

6 5

1 2

    1

 5

3

     1

     1 0

7

2 3 40 0 91 49
-20 -31 1 -3 1 -25
-23 -12 6 1 46 33
0 -5 47 1 97 5

  +31

  +31

2 1 9 1 60 49
11 1 0 28 1 6
8 19 7 31 46 64
0 -5 16 1 66 5

  -31   -31  
Εικόνα 2.7 – Η τέταρτη  επανάληψη του αλγορίθµου 

 
Παρατηρούµε ότι ο αλγόριθµος δεν έχει τελειώσει ακόµα αφού υπάρχουν ακόµα αρνητικές 
τιµές , πράγµα που σηµαίνει ότι το τρέχον δέντρο δεν είναι βέλτιστο. Έτσι, προχωράµε 
στην επανάληψη 5.     

ijs
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Επανάληψη 5 

• Είναι 42min{ : 0} 5gh ij ijs s s sδ= = < = = − . Συνεπώς 5δ = −  και ( , ) (4,2)g h =  

• Είναι , .Συνεπώς για την επιλογή του 
εξερχόµενου τόξου θα έχουµε  

{(4,2), (1,4)}C+ = {(1,2), (4,4)}C− =
min{ 12 44 44: ( , ) } min{ , } 1k ijx x i j C x x x−∈ = = =ε= = . 

Άρα 1ε = ( , ) (4,4k = και .)  
• Ανανεώνουµε τις τιµές ijx  ως εξής: Θέτουµε 42 0 1 1x = + =  και ,αφού 14 1 1 2x = + =

(4,2), (1,4) C+∈  και  ,12 2 1 1x = − = 44 1 1x 0= − =  αφού .(1, 2), (4,4) C−∈  
• Η ανανέωση των µεταβλητών  και του τρέχοντος δέντρου φαίνεται αναλυτικά στα 

παρακάτω σχήµατα. 
ijs

 
 
 

1

1 4 2

2

4 2

3

6 5

1(+) 2(-)

    1(-)

 5

3

     1

     1 0

7

(+)

1

1 4 2

2

4 2

3

6 5

2 1

 5

3

     1

     1 0

7

     1

2 1 9 1 60 49
11 1 0 28 1 6
8 19 7 31 46 64
0 -5 16 1 66 5 +5

-5

2 1 9 1 60 44
11 1 0 28 1 1
8 19 7 31 46 59
5 1 21 5 71 5

 
Εικόνα 2.8 – Η πέµπτη  επανάληψη του αλγορίθµου και το τελικό βέλτιστο δέντρο 

 
Παρατηρούµε ότι ο πίνακας  περιέχει µόνο θετικές τιµές, άρα ο αλγόριθµος τερµατίζει. Το 
βέλτιστο δέντρο T   έχει προσδιοριστεί µετά από 5 επαναλήψεις και είναι αυτό του σχήµατος 
2.9. Η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης θα είναι , η 

οποία είναι µικρότερη από την αρχική τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης(422). 

s

( , )
( ) 289ij ij

i j T
z T c x

∈

= =∑

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τον ψευδοκώδικα του αλγορίθµου σε µορφή κλήσεως 
συναρτήσεων και κατόπιν ορισµένες αποτελεσµατικές τεχνικές προγραµµατισµού του 
αλγορίθµου που στοχεύουν σε καλές υπολογιστικές επιδόσεις. 



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

40 

 

1

1 4 2

2

4 2

3

6 5

2 1

 5

3

     1

     1 0

7

     1

 
Εικόνα 2.9 – Το βέλτιστο δέντρο του προβλήµατος 

 
2.1.4 Προγραµµατισµός του Αλγορίθµου 

Πριν προχωρήσουµε στην παρουσίαση των σηµαντικότερων συναρτήσεων που 
χρησιµοποιήσαµε για τον προγραµµατισµό του αλγορίθµου, θα παρουσιάσουµε τις 
σηµαντικότερες δοµές και µεταβλητές που χρησιµοποιήσαµε για την συγγραφή των 
συναρτήσεων. 

Έτσι λοιπόν, για τον προγραµµατισµό του αλγορίθµου χρησιµοποιήσαµε  για την 
αποθήκευση του δέντρου το διάνυσµα πατέρα – κόµβου  p() και το διάνυσµα βάθους d() 
όπως αυτά παρουσιάσθηκαν στο εισαγωγικό κεφάλαιο. Επίσης χρησιµοποιήσαµε τα 
διανύσµατα U() και V() για την αποθήκευση των δυϊκών µεταβλητών και το δισδιάστατο 
πίνακα S για την αποθήκευση των µειωµένων κοστών . ijs

Επίσης, για να υλοποιούνται µε σχετική  υπολογιστική ευκολία όλες οι λειτουργίες του 
αλγορίθµου Simplex χρησιµοποιήσαµε ακόµη δύο δοµές δεδοµένων, το διάνυσµα t(), το 
οποίο χρειάζεται για τον προσδιορισµό των συνόλων C+ και C− , και το διάνυσµα xv(), στο 
οποίο αποθηκεύονται οι τιµές των µεταβλητών απόφασης των τόξων(που αποθηκεύονται 
επίσης και στο δισδιάστατο  πίνακα X).Το διάνυσµα t() ορίζεται ως εξής:   

   
 0 ,  ( ( ), )

( )
1 ,  ( , ( ))   

p i i T
t i

i p i T
∈

=  ∈
 

 
Το διάνυσµα xv() αποτελεί µια έξυπνη µέθοδος αποθήκευσης των µεταβλητών ijx . Σε κάθε 
θέση του  αποθηκεύεται η τιµή της µεταβλητής απόφασης του τόξου  ή i ( , (i p i)) ( ( ), )p i i  
αναλόγως µε την τιµή του διανύσµατος t() στη συγκεκριµένη θέση. Επίσης χρησιµοποιείται 
και µια µεταβλητή simplex που παίζει το ρόλο ενός flag που καθορίζει τον τερµατισµό ή 
µη του αλγορίθµου.  

Παράλληλα ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί τις θέσεις µνήµης  min,g,h   και για την 
αποθήκευση των τρεχόντων τιµών της µεταβλητής δ  και των δύο άκρων του εισερχοµένου 
τόξου αντίστοιχα, τις θέσεις µνήµης   e,k,l,Cplus(),Cminus() για την πρόσκαιρη 
αποθήκευση των µεταβλητών ε , των δύο άκρων του εξερχόµενου τόξου και των τόξων που 
περιέχονται στα σύνολα και C+ C−  αντίστοιχα. Στις µεταβλητές  Cplus(),Cminus() 
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αποθηκεύονται τα τόξα των κύκλων ως εξής: Αν Cplus(i)== k τότε στο σύνολο C+  
περιέχεται ή το τόξο  ή το τόξο( , ( ))k p k ( ( ), )p k k  ανάλογα µε την τιµή του διανύσµατος  
στη συγκεκριµένη θέση. Εδώ βλέπουµε πόσο σηµαντική είναι η δοµή . Μας δείχνει κατά 
κάποιο τρόπο τη «φύση» του δέντρου.  

t

)

t

g h
*T

z 1

1 2

3

2

3

5

3 (-)

-)

 6 (+)

1 (-)

1

Τέλος, από τις πλέον σηµαντικότερες µεταβλητές που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος 2.1 
είναι οι µεταβλητές  Τcut(),e1,f1,e2,f2,z(). Στην µεταβλητή Τcut() ο αλγόριθµος 
αποθηκεύει τους κόµβους που περιέχονται στο υπόδέντρο *T . Επίσης, θα δηλώνουµε µε e1 
το άκρο του εισερχόµενου τόξου  και µε f1 το άκρο του εξερχόµενου τόξου  τα 
οποία ανήκουν στο υπόδεντρο .Αναλόγως, θα συµβολίζουµε µε e2 το άκρο του 
εισερχόµενου τόξου ( , )  και µε f2 το άκρο του εξερχόµενου τόξου  τα οποία δεν 
ανήκουν στο υπόδεντρο . Τότε, ο δρόµος του δέντρου  που ενώνει τον κόµβο  µε 
τον κόµβο 1

( , )g h
*T

( ,k

1e
( , )k

*T
f  ονοµάζεται στέλεχος (steam) και δηλώνεται στον αλγόριθµο µε τη µεταβλητή 

z[]. Το πρώτο στοιχείο του διανύσµατος  είναι πάντα ο κόµβος  και το τελευταίο ο 
κόµβος 

e
1f . 

Η χρησιµοποίηση των παραπάνω µεταβλητών και δοµών δεδοµένων για τον 
προγραµµατισµό του αλγορίθµου Simplex δεν αποτελεί µοναδική µέθοδο προγραµµατισµού 
αλγορίθµων τέτοιας µορφής. Μας προσφέρουν όµως µεγάλη ευκολία στην γραφική 
αναπαράσταση δέντρων καθώς και στην ανανέωση των µεταβλητών που χρησιµοποιεί ο 
αλγόριθµος. Παράλληλα, παρέχουν στον προγραµµατιστή την δυνατότητα να γράψει κώδικα 
µε πολύ καλές υπολογιστικές επιδόσεις. 

Για να κατανοηθεί από τον αναγνώστη ποιες είναι οι  δοµές   και   οι   µεταβλητές  που   
1

 

4

2

4

6

0 (+)

   1

 5

   1 (

(+)

s22 = -13

Εικόνα 2.10 

 
υπολογίζει ο αλγόριθµος που προγραµµατίσαµε, θα παρουσιάζουµε την «κατάσταση» της 
µνήµης για την παραπάνω επανάληψη του αλγορίθµου(εικόνα 2.10).Συνεπώς θα έχουµε: 
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• [ ]1 7 8 8 1 1 3 1 2 4p = −

k m
.Παρατηρείστε ότι ο  κόµβος – στήλη 

αποθηκεύεται στο διάνυσµα  ως 
k

+ , όπου  το πλήθος των κόµβων γραµµών του 
προβλήµατος, έτσι ώστε οι κόµβοι στήλες να είναι διακεκριµένοι. 

m

•  [ ]0 4 2 2 1 1 3 5 3 4=d .Παρατηρείστε ότι οι κόµβοι γραµµές 
βρίσκονται σε άρτια επίπεδα ενώ οι κόµβοι στήλες σε περιττά επίπεδα. 

•  [ ]1 0 0 0 1 1 1 1 1 1= −t . 

• 

2 3 0
1 1
6 1

1 5

X

∞ ∞ ∞ 
 ∞ ∞ ∞ ∞ =
 ∞ ∞ ∞ ∞
 ∞ ∞ ∞ ∞ 

. 

• [ ]0 1 1 1 2 3 6 0 1 5xv = . 
• ,min 13= − 2g = , .Παρατηρείστε ότι στις περιπτώσεις αποθήκευσης άκρων 

εισερχοµένου ή εξερχόµενου τόξου δε χρησιµοποιούµε τη µέθοδο αποθήκευσης που 
εφαρµόστηκε στο διάνυσµα 

2h =

p αλλά τα αποθηκεύουµε µε την απόλυτη τιµή τους.  
• , ,1e = 3k = 4= . 
• [ ]3 7 2 9Tcut = . 

• , , e , ,1 2e = 1 3f = 2 6= 2 8f = [ ]2 7 3z = . 
Στη συνέχεια παρουσιάζεται το κυρίως πρόγραµµα που αποτελείται από τις συναρτήσεις που 
γράψαµε για την υλοποίηση του αλγορίθµου. Τα ονόµατα των µεταβλητών είναι τα ίδια µε 
αυτά που παρουσιάσθηκαν παραπάνω. 
 
Αλγόριθµος T1 
Ο παρακάτω αλγόριθµος λύνει το ισοζυγισµένο πρόβληµα µεταφοράς, χρησιµοποιώντας τον πρωτεύοντα 
αλγόριθµο Simplex και την µέθοδο της βορειοδυτικής γωνίας για την κατασκευή ενός εφικτού δέντρου. 
Είσοδος: Το διάνυσµα προσφοράς A(mx1),το διάνυσµα ζήτησης B(nx1) και ο πίνακας κόστους C(mxn). 
Έξοδος : Η λύση του προβλήµατος Μεταφοράς X(mxn). 
 

1. [X,S]=NorthWestCorner(A,B);  
2. [U,V]=DualVariables(S,C,m,n); 
3. S=ReducedCosts(m,n,C,U,V);          
4. p=InitializeNodeFather(X,m,n);                
5. d=InitializeNodeDepth(p,m,n);   
6. t=InitializeNodeDirection(m,n);  
7. xv=Vectorx(p,t,X,m,n); 
8. min=-inf; 
9. simplex=1; 
10. while simplex==1                        
11.   [min,g,h]=EnteringArc(S,m,n); 
12.   if min~=0 
13.         simplex=1; 
14.         [e,k,l,Cplus,Cminus]=LeavingArc(g,h,p,m,n,d,t,xv);  
15.         [e1,e2,f1,z,Tcut]=Steam(p,g,h,k,l,d,m,n); 
16.         [S,X]=UpdateVariables(min,e,g,h,k,l,Tcut,Cminus,Cplus,m,n,t,p,S,X); 
17.         d=UpdateNodeDepth(p,m,n,Tcut,z,d,e1,e2,f1); 
18.         p=UpdateNodeFather(p,z,e2,f1); 
19.         xv=Vectorx(p,t,X,m,n); 
20.   else  
21.         simplex=0; 
22.   end 
23. end 

Αλγόριθµος 2.1.1 – Ο κώδικας υλοποίησης του πρωτεύοντος αλγορίθµου Simplex για το πρόβληµα Μεταφοράς   
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Η γλώσσα που χρησιµοποιήθηκε είναι το Matlab, η οποία δεν περιορίζει τον αναγνώστη να 
υλοποιήσει τον αλγόριθµο σε µια άλλη δοµηµένη γλώσσα, λόγω της έλλειψης ιδιαίτερων 
προγραµµατιστικών χαρακτηριστικών. 

Παρακάτω, θα παρουσιάσουµε τις υλοποιήσεις και αναλύσεις  των πιο σηµαντικών 
κατά την άποψη µας συναρτήσεων. Όλη η υλοποίηση του αλγορίθµου µπορεί να βρεθεί στο 
παράρτηµα της εργασίας. 

Οι επιµέρους συναρτήσεις – αλγόριθµοι του αλγορίθµου 2.1.1 που κρίνουµε σκόπιµο 
να παρουσιάσουµε είναι οι ακόλουθες: 
 

• [ X , S ] = NorthWestCorner( A , B )    
 
Αλγόριθµος NorthWestCorner 
Ο αλγόριθµος που προσδιορίζει του εφικτό δέντρο ξεκινήµατος µε τη µέθοδο της βορειοδυτικής γωνίας. 
Είσοδος: Το διάνυσµα προσφοράς A(mx1) και το διάνυσµα ζήτησης B(nx1). 
Έξοδος : Το εφικτό δέντρο X(mxn)  και ο αντίστοιχος πίνακας µειωµένων κοστών S(mxn)  .   

 
1. function [X,S]=NorthWestCorner(A,B) 
2. m=length(A); 
3. ength(B); n=l
4. for i=1:m 
5.   for j=1:n 
6.     X(i,j)=inf; 
7.     S(i,j)=inf; 
8. end   
9. end 
10. i=1; 
11. j=1; 
12. while (i<=m)&(j<=n) 
13.   t=min(A(i),B(j)); 
14.   X(i,j)=t; 
15.   S(i,j)=0; 
16.   A(i)=A(i)-X(i,j); 
17. j)=B(j)-X(i,j);   B(
18.   if (A(i)==0)&(B(j)>0) 
19. 1;     i=i+
20.   elseif (B(j)==0)&(A(i)>0) 
21.     j=j+1; 
22.   elseif ((A(i)==0)&(B(j)==0))|(A(i)==B(j)) 
23.     if (j~=n) 
24.       X(i,j+1)=A(i); 
25.       S(i,j+1)=0; 
26.     end 
27.    i=i+1; 
28.    j=j+1; 
29. end   
30. end 

Αλγόριθµος 2.1.2 – Ο αλγόριθµος υπολογισµού του δέντρου ξεκινήµατος µε τη µέθοδο της βορειοδυτικής γωνίας. 

Ο παραπάνω κώδικας ακολουθεί ακριβώς τη λογική που παρουσιάσαµε κατά την περιγραφή 
του εφικτού δέντρου της βορειοδυτικής γωνίας. Αρχικά, θέτει όλα τα στοιχεία των πινάκων 
X και S ίσα µε άπειρο.(γραµµές 4-9) Στη συνέχεια(γραµµές 12 -30), χρησιµοποιείται ένας 
βρόχος του while και υπολογίζεται το εφικτό δέντρο µε τον αλγόριθµο που παρουσιάσθηκε.  
Εδώ θα πρέπει να κάνουµε µια πολύ σηµαντική παρατήρηση. Θα µπορούσαµε για την 
αρχικοποίηση των πινάκων X και S να χρησιµοποιήσουµε τις απευθείας εντολές ανάθεσης 
του Matlab, χωρίς να χρησιµοποιήσουµε δύο βρόχους του for, πράγµα που θα απλούστευε 
τον κώδικά µας. Σκοπός µας όµως είναι να προγραµµατίσουµε τους αλγορίθµους σε µια 
γλώσσα που είναι όσο το δυνατότερο συµβατή µε τις κλασσικές γλώσσες δοµηµένου 
προγραµµατισµού, όπως είναι η Pascal και η C. ∆ηλαδή, ο αναγνώστης αν θελήσει να 
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προγραµµατίσει τους αλγορίθµους  αυτούς σε κάποια άλλη γλώσσα προγραµµατισµού όπως 
οι προαναφερθέντες, να µπορεί να βασιστεί στον κώδικά µας.  
 

• [ U , V ]=DualVariables( S , C , m , n ) 
 
Αλγόριθµος DualVariables 
Ο αλγόριθµος που υπολογίζει τα διανύσµατα των δυϊκών µεταβλητών του προβλήµατος.   
Είσοδος: S(mxn), C(mxn), οι διαστάσεις του προβλήµατος m, n  
Έξοδος : Τα διανύσµατα των δυϊκών µεταβλητών U(m), V(n) 

 
1. function [U,V]=DualVariables(S,C,m,n) 
2. for i=1:m 
3.   U(i)=inf; 
4. end 
5. for j=1:n 
6. j)=inf;   V(
7. end 
8. U(1)=0; 
9. done1=0; 
10. done2=0; 
11. while (done1<m)|(done2<n) 
12.   done1=0; 
13.   done2=0; 
14.   for i=1:m 
15.     for j=1:n 
16.       if S(i,j)==0 
17.         if (U(i)~=inf)&(V(j)==inf) 
18.           V(j)=C(i,j)-U(i); 
19.         elseif (V(j)~=inf)&(U(i)==inf) 
20.           U(i)=C(i,j)-V(j); 
21.         end 
22.       end 
23.     end 
24.   end 
25.   for i=1:m 
26.     if (U(i)~=inf) 
27. ne1=done1+1;       do
28.     end 
29.   end 
30.   for j=1:n 
31.     if(V(j)~=inf) 
32. ne2=done2+1;       do
33.     end 
34.   end 
35. end 

 

Αλγόριθµος 2.1.3 – Ο αλγόριθµος υπολογισµού των διανυσµάτων των δυϊκών µεταβλητών. 

 
Ο παραπάνω αλγόριθµος υπολογίζει όπως προαναφέρθηκε τα διανύσµατα των δυικών 

µεταβλητών και . Τα διανύσµατα αυτά θα υπολογιστούν µόνο µία φορά και θα 
χρησιµοποιηθούν για τον υπολογισµό των µειωµένων κοστών. Κατά τη διάρκεια εκτέλεσης 
του αλγορίθµου θα ανανεώνονται µόνο τα µειωµένα κόστη  χωρίς να γίνεται η ανανέωση 
των δυϊκών µεταβλητών του προβλήµατος. 

U V

ijs

Ο αλγόριθµος 2.1.3 αποτελεί µια αρκετά καλή µέθοδο για τον υπολογισµό των δυϊκών 
µεταβλητών. Λύνει το γραµµικό σύστηµα που προκύπτει κάθε φορά χωρίς να χρησιµοποιεί 
κάποια ενσωµατωµένη συνάρτηση του Matlab για το λόγο που αναφέρθηκε προηγουµένως. 
Αρχικά απειρίζει τα διανύσµατα (γραµµές 2-7)  και στη συνέχεια για κάθε τόξο ( , )i j T∈ , 
δηλαδή για κάθε τόξο  όπου 0( , )i j ijs = , αν έχει υπολογιστεί τουλάχιστον µια µεταβλητή  
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m

εκ των  ή  V , υπολογίζει την εναποµείνασα  ή , χρησιµοποιώντας τη σχέση 
(γραµµές 11-24). Η διαδικασία έχει ως βάση το γεγονός ότι θέτουµε  U (γραµµή 

8) και στη συνέχεια δουλεύει κατά κάποιο τρόπο «αναδροµικά». Ο αλγόριθµος τερµατίζει 
και υπολογίζει τις δυϊκές µεταβλητές όταν 

iU j jV iU
0ijs = 1 0=

 1..  , iU i< ∞ ∀ =  και  
(γραµµές 25-34).   , 1..j = ∀jV < ∞

n = ⋅ na

n
 

• x = Preorder( root, p, m, n ) 
 
Αλγόριθµος Preorder 
Ο αλγόριθµος που υπολογίζει την προδιατεταγµένη διάσχιση ενός ριζωµένου δέντρου.   
Είσοδος: Η ρίζα του δέντρου root, το διάνυσµα πατέρα-κόµβου p(m+n), m, n    
Έξοδος : To διάνυσµα της προδιατεταγµένης διάσχισης x(m+n)  
 

1. function x=Preorder(root,p,m,n) 
2. global dd 
3. global y 
4. y=1; 
5. x=[]; 
6. c=pr(root,p,m,n); 
7. x=dd; 
8. dd=[]; 
9.  function c=pr(root,p,m,n) 
10.  global dd 
11.  global y 
12.  c=root; 
13.  dd(y)=c; 
14.  y=y+1; 
15.  for i=1:m+n 
16.    if p(i)==root 
17.      c=pr(i,p,m,n); 
18.    end 
19.  end 

Αλγόριθµος 2.1.4 – Ο αλγόριθµος υπολογισµού του διανύσµατος προδιατεταγµένης διάσχισης. 

 
Ο παραπάνω αλγόριθµος υλοποιεί µια διαδικασία που καλείται µέσα στον αλγόριθµο 

2.1.1 από άλλες διαδικασίες. Παράγει το διάνυσµα της προδιατεταγµένης διάσχισης ενός 
δέντρου. Είναι µια αναδροµική συνάρτηση που καλείται αρχικά για τη ρίζα του δέντρου, στη 
συνέχεια για τα παιδιά της ρίζας(γραµµή 16) και αναλόγως η διαδικασία συνεχίζεται µέχρι 
να εξετασθούν όλοι οι κόµβοι του δέντρου. 

   Στη συγκεκριµένη περίπτωση, χρησιµοποιήσαµε ορισµένα ιδιαίτερα 
προγραµµατιστικά χαρακτηριστικά του Matlab που δεν προσφέρονται σε γλώσσες 
προγραµµατισµού όπως η Pascal και η C, έτσι ώστε όχι µόνο να προγραµµατίσουµε τον 
αλγόριθµο αναδροµικά αλλά και στο τέλος να λαµβάνουµε ως αποτέλεσµα ολόκληρο το 
διάνυσµα που περιέχει τις επιστρεφόµενες τιµές των αναδροµικών κλήσεων που 
εκτελέσθηκαν. ∆ηλαδή, µε τη µέθοδο που χρησιµοποιήσαµε, µπορέσαµε και αποθηκεύσαµε 
στο τελικό διάνυσµα που επιστρέφει η συνάρτηση ότι εξαγόταν από τη στοίβα κατά τις 
αναδροµικές κλήσεις της συνάρτησης. Αυτό επιτεύχθηκε µε την ειδική χρήση των 
µεταβλητών που δηλώνονται µέσα στον κώδικα ως global. Κάτι τέτοιο σε µια άλλη γλώσσα 
προγραµµατισµού θα ήταν πολύ δύσκολο έως αδύνατο, αφού κατά τη χρησιµοποίηση 
αναδροµικών συναρτήσεων επιστρέφεται η τιµή που «πετάει» η στοίβα της µνήµης του 
υπολογιστή κατά την τελευταία αναδροµική κλήση. Παραδείγµατος χάριν, ο αναδροµικός 
προγραµµατισµός σε γλώσσα C της συνάρτησης της υψώσεως σε δύναµη ( a a ) έτσι 
ώστε µε την έξοδο από τη συνάρτηση να παράγεται ένα διάνυσµα που να περιέχει τις τιµές 

1−
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που υπολογίστηκαν και εξάχθηκαν από τη στοίβα κατά τη διάρκεια εκτέλεσης του 
προγράµµατος (δηλαδή για το  να παράγεται το διάνυσµα 52 [ ]1 2 4 8 16 32w = ) 
είναι κάτι πολύ δύσκολο και απαιτεί επέµβαση του προγραµµατιστή στον τρόπο διαχείρισης 
της µνήµης. Σε Pascal δε, είναι µάλλον αδύνατο. 

1,f 1, 2e e

Θα µπορούσαµε βέβαια να προγραµµατίσουµε τον αλγόριθµο χωρίς αναδροµή, 
υλοποιώντας µια στοίβα. Αυτό έγινε κατά την πρώτη φάση αναπτύξεως του λογισµικού και 
διαπιστώθηκε ότι για µεγάλα προβλήµατα ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου 
καταναλωνόταν κατά το ήµισυ στην κλήση της συγκεκριµένης συνάρτησης, πράγµα που 
επέβαλε τον αναδροµικό προγραµµατισµό(που θεωρητικά αποδεικνύεται αποδοτικότερος) 
της συνάρτησης, µιας και µιλάµε για αποτελεσµατικό προγραµµατισµό αλγορίθµων. 

 
• [ e1, e2, f1, z, Tcut ] = Steam( p , g , h , k , l , d , m , n ) 

 
Αλγόριθµος Steam 
Ο αλγόριθµος που υπολογίζει όλες τις µεταβλητές που σχετίζονται µε το δέντρο Τ*.   
Είσοδος: p(m+n),το εισερχόµενο τόξο (g,h), το εξερχόµενο τόξο (k,l), το διάνυσµα βάθους d(m+n), m, n .       
Έξοδος : Οι µεταβλητές e1, e2, f1, το στέλεχος z( )  και το αποκοµµένο δέντρο Τcut. 
 

1. function [e1,e2,f1,z,Tcut]=Steam(p,g,h,k,l,d,m,n) 
2. z=0; 
3. if d(k)>d(l+m) 
4.   f1=k; 
5.   f2=l+m; 
6. else 
7.   f1=l+m; 
8. =k;   f2
9. end 
10. Tcut=Preorder(f1,p,m,n);    
11. for i=1:length(Tcut)   
12.   if g==Tcut(i) 
13.     e1=g; 
14.     e2=h+m; 
15.   else 
16.     if h+m==Tcut(i) 
17.       e1=h+m; 
18.       e2=g; 
19.   end   
20.   end  
21. end 
22. z(1)=e1; 
23. i=1; 
24. while z(i)~=f1 
25.   z(i+1)=p(z(i)); 
26.   i=i+1; 
27. end 

Αλγόριθµος 2.1.5 – Ο αλγόριθµος Steam. 
Στον παραπάνω αλγόριθµο βλέπουµε ότι γίνονται υπολογισµοί που σχετίζονται µε το 
αποκοµµένο δέντρο T .Έχει προηγηθεί ο υπολογισµός του εισερχόµενου και εισερχόµενου 
τόξου µέσω των συναρτήσεων EnteringArc(γραµµή 11 του αλγορίθµου 2.1.1) και 
LeavingArc(γραµµή 14 του αλγορίθµου 2.1.1), οπότε µας είναι διαθέσιµες οι µεταβλητές 

 και .Η ανάλυση των συναρτήσεων αυτών για το συγκεκριµένο αλγόριθµο δε 
κρίθηκε σκόπιµη. 

*

,g h ,k

Ας προχωρήσουµε τώρα στην ανάλυση του κώδικα του αλγορίθµου 2.1.5. Αρχικά 
υπολογίζονται οι µεταβλητές 2f (γραµµές 3-9), οι µεταβλητές  όπως αυτές 
ορίσθηκαν παραπάνω.(γραµµές 11-21) Επίσης ο παραπάνω κώδικας υπολογίζει και το 
αποκοµµένο δέντρο *T , το οποίο έχει πάντα ρίζα τον κόµβο 1f  και έτσι χρησιµοποιούµε τη 
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συνάρτηση Preorder() µε όρισµα για τη ρίζα τον κόµβο 1f  για να υπολογίζουµε τους 
κόµβους που ανήκουν στο δέντρο (γραµµή 10). Τέλος, υπολογίζουµε και το διάνυσµα 
του στελέχους  . Αυτό επιτυγχάνεται ως εξής: Θέτουµε αρχικά , αφού όπως 
είπαµε ο κόµβος  αποτελεί πάντα τον πρώτο κόµβο του στελέχους. Οι υπόλοιποι κόµβοι 
του στελέχους θα είναι όπως είδαµε όλοι εκείνοι οι κόµβοι που βρίσκονται στο µονοπάτι από 
τον κόµβο  µέχρι τον κόµβο 

*T
z
1e

(1) 1z = e

1e 1f (γραµµές 24 -27). Το διάνυσµα του στελέχους είναι µια 
πάρα πολύ σηµαντική δοµή δεδοµένων αφού όπως θα δούµε χρησιµεύει στην ανανέωση 
σηµαντικών δοµών του αλγορίθµου. 

X
−

 
• [S, X] =UpdateVariables(min ,e ,g ,h ,k ,l ,Tcut ,Cminus ,Cplus ,m ,n ,t ,p ,S ,X) 

 
Αλγόριθµος UpdateVariables 
Ο αλγόριθµος που ανανεώνει τις µεταβλητές Χ και S του αλγορίθµου.   
Είσοδος: min, e, g, h, k, l, Tcut(), Cminus(), Cplus(), m, n, t(m+n), p(m+n), S(mxn), X(mxn)  .         
Έξοδος :Οι ανανεωµένες µήτρες S(mxn), X(mxn) . 
 

1. function [S,X]=UpdateVariables(min,e,g,h,k,l,Tcut,Cminus,Cplus,m,n,t,p,S,X) 
2. i=1; 
3. while Cminus(i)~=0 
4.   if (t(Cminus(i))==1)&(t(Cminus(i))~=-1) 
5.     X(Cminus(i),p(Cminus(i))-m)=X(Cminus(i),p(Cminus(i))-m)-e; 
6.   elseif t(Cminus(i))==0 
7.     X(p(Cminus(i)),Cminus(i)-m)=X(p(Cminus(i)),Cminus(i)-m)-e; 
8.   end 
9. i+1;   i=
10. end 
11. i=1; 
12. while Cplus(i)~=0 
13.   if (t(Cplus(i))==1)&(t(Cplus(i))~=-1) 
14.     X(Cplus(i),p(Cplus(i))-m)=X(Cplus(i),p(Cplus(i))-m)+e; 
15.   elseif t(Cplus(i))==0 
16.     X(p(Cplus(i)),Cplus(i)-m)=X(p(Cplus(i)),Cplus(i)-m)+e; 
17.   end 
18.   i=i+1; 
19. end 
20. X(k,l)=inf; 
21. X(g,h)=e; 
22. for i=1:length(Tcut) 
23.   if h+m==Tcut(i) 
24.     min=-min; 
25. end   
26. end 
27. for i=1:length(Tcut) 
28.   if Tcut(i)<=m 
29.     for j=1:n 
30.       S(Tcut(i),j)=S(Tcut(i),j)-min; 
31.   end   
32.   else 
33.     for j=1:m 
34.       S(j,Tcut(i)-m)=S(j,Tcut(i)-m)+min; 
35.   end   
36. end   
37. end 

Αλγόριθµος 2.1.6 – Ο αλγόριθµος ανανέωσης των µητρών S,X. 
 
Ο παραπάνω αλγόριθµος ανανεώνει τις βασικότερες µεταβλητές του αλγορίθµου, δηλαδή τις 
µήτρες .Αρχικά, ανανεώνει τη µήτρα ,S X  χρησιµοποιώντας τα διανύσµατα Cminus και 
Cplus  που αποθηκεύουν πληροφορίες για τα σύνολα C και C+  αντίστοιχα. Συνεπώς, 
αναλόγως το σύνολο που ανήκει κάθε τόξο του κύκλου, αφαιρούµε ή προσθέτουµε τη 
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µεταβλητή e. Αυτό επιτυγχάνεται στις γραµµές 2-21 του αλγορίθµου 2.1.6.Στις επόµενες 
γραµµές του κώδικα(22-37) ανανεώνονται οι τιµές  των τόξων  µε τον τρόπο 
που περιγράψαµε στην αρχή της παρουσίασης του αλγορίθµου. 

ijs ( , ) *i j T∈

z

z

z w

 
• p =UpdateNodeFather(p,z,e2,f1) 

 
Αλγόριθµος UpdateNodeFather 
Ο αλγόριθµος που ανανεώνει το διάνυσµα πατέρα - κόµβου.   
Είσοδος: p(m+n), z(), e2, f1.         
Έξοδος :To ανανεωµένo διάνυσµα πατέρα- κόµβου p(m+n). 
 

1. function p=UpdateNodeFather(p,z,e2,f1) 
2. p(z(1))=e2; 
3. i=1; 
4. while z(i)~=f1 
5.   p(z(i+1))=z(i); 
6.   i=i+1; 
7. end 

Αλγόριθµος 2.1.7 – Ο αλγόριθµος ανανέωσης του διανύσµατος πατέρα – κόµβου p. 
 
Στον παραπάνω αλγόριθµο φαίνεται καθαρά ότι ανανεώνονται µόνο οι τιµές του 
διανύσµατος p που αντιστοιχούν σε κόµβους που περιέχονται στο στέλεχος. Αυτή η 
παρατήρηση είναι πάρα πολύ σηµαντική και φανερώνει τη µεγάλη βοήθεια που µας παρέχει 
το διάνυσµα του στελέχους .Αν ο αλγόριθµος δε χρησιµοποιούσε το διάνυσµα του 
στελέχους θα έπρεπε να υπολογίζει εξαρχής το διάνυσµα πατέρα – κόµβου καλώντας κάθε 
φορά την συνάρτηση ΙnitializeNodeFather(γραµµή 4 του αλγορίθµου 2.1.1 ) µε 
διαφορετική κάθε φορά µεταβλητή εισόδου

z

X .Αυτό θα είχε ως αποτέλεσµα να αυξηθεί ο 
χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου ιδιαίτερα όταν τρέχουµε µεγάλα προβλήµατα, πράγµα που 
το διαπιστώσαµε τρέχοντας µεγάλα προβλήµατα και εφαρµόζοντας και τις δύο µεθόδους. 
 

• d = UpdateNodeDepth(p,m,n,Tcut,z,d,e1,e2,f1) 
 

Ίσως η σηµαντικότερη προσφορά του διανύσµατος του στελέχους  βρίσκεται στη 
χρησιµοποίησή του από τη συνάρτηση ανανέωσης του διανύσµατος που αποθηκεύει τα βάθη 
των κόµβων. Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε έναν αποτελεσµατικό αλγόριθµο ανανέωσης 
των βαθών των κόµβων του δέντρου. Πριν παραθέσουµε τον κώδικα του αλγορίθµου θα 
παρουσιάσουµε την µέθοδο που ακολουθούµε κάθε φορά για την ανανέωση του 
διανύσµατος βάθους. 

Έστω λοιπόν  το διάνυσµα βαθών που αντιστοιχεί σε ένα δέντρο  και d T d ′  το 
διάνυσµα που αντιστοιχεί στο ανανεωµένο δέντρο T ′ . Θα παρουσιάσουµε  µια 
αποτελεσµατική διαδικασία παραγωγής του διανύσµατος  d ′ , δίνοντας πρώτα ορισµένους 
αναγκαίους ορισµούς. 

Έστω  το γνωστό σε εµάς δέντρο που αποκόπτεται κατά την αφαίρεση του 
εξερχόµενου τόξου  και  η προδιατεταγµένη διάσχιση αυτού του δέντρου. Έχουµε 
αναφέρει επίσης ότι πάντα οι κόµβοι του στελέχους  θα ανήκουν στο δέντρο T .Ορίζουµε 
τα διανύσµατα ,  i , όπου  το µήκος του διανύσµατος του στελέχους  ως 
εξής:    

*T ⊆

i ⊆

T

w

( , )k

y y

y

...,
*

1,= w z

   

1

( ),  1
( ) ~ ( ( ) ( )),  2

ii

i i i

f z i
y

f z f z f i−

=
=  ∩ ≤ ≤
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,όπου 1: jf N N ×→  είναι µια συνάρτηση που επιστρέφει το διάνυσµα ( )f x  της 
προδιατεταγµένης διάσχισης ενός δέντρου ρίζας x .Παρατηρείστε ότι η µεταβλητή  είναι 
διάνυσµα ενώ η µεταβλητή  είναι στοιχείο διανύσµατος, δηλαδή βαθµωτό µέγεθος.  

iy

iz
Από τον παραπάνω ορισµό συµπεραίνουµε ότι ένα διάνυσµα  περιέχει τους 

κόµβους εκείνους που ανήκουν στην προδιατεταγµένη διάσχιση ενός δέντρου ρίζας  αλλά 
δεν ανήκουν στην προδιατεταγµένη διάσχιση του υπόδεντρου ρίζας 

iy

iz

1iz − . 
Ας θεωρήσουµε τώρα µια γενική επανάληψη του αλγορίθµου όπου από ένα δέντρο T  

προκύπτει το δέντρο T ′ . Μια τέτοια επανάληψη φαίνεται στο παρακάτω σχήµα:  
1

1 4 2

4

3

2

3

6

5

e1

e2

1

1 4 2

4

3

2

5

6 57

5 3

7

y1

y2

y3

 
Εικόνα 2.11 – Μια γενική επανάληψη του αλγορίθµου όπου φαίνονται οι δοµές y1, y2, y3

. 

Παρατηρείστε τις δοµές , i .Αν προσέξουµε τα βάθη των κόµβων  στο δέντρο 
 και στο δέντρο T , παρατηρούµε ότι υπάρχει ένας ακέραιος αριθµός  τέτοιος ώστε 

iy 1,2,3= 1i y∈
T ′ r
 

( ) ( )     id i d i r i y′ = + ∀ ∈  
 

Έτσι, αν προσέξουµε και  τις θέσεις των κόµβων  µπορούµε να αποδείξουµε ότι είναι: 1, 2e e
 

2 1( ) ( ) 1r d e d e= − +  
 

Στην εικόνα 2.11 θα είναι συνεπώς [ ]1 2 10y = , [ ]2 5 8y = , [ ]3 3 12y =  και 
. Για κάθε κόµβο  1 4 1 2r = − + = − ix y∈  µπορεί επίσης να αποδειχθεί ότι το νέο βάθος του 

 θα δίνεται από τον τύπο:   ( )d x′
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( ) ( ) 2( 1),     id x d x r i x y′ = + + − ∈  

 
Εύκολα µπορούµε να καταλάβουµε ότι οι κόµβοι που δεν ανήκουν στο δέντρο  δεν 
µεταβάλουν το βάθος τους. Συνεπώς, µπορούµε να προγραµµατίσουµε έναν αλγόριθµο που 
να ανανεώνει µόνο τα βάθη των κόµβων που ανήκουν στο υπόδεντρο  µε τον τρόπο που 
περιγράψαµε. Είναι αξιοσηµείωτο ότι η εφαρµογή της προαναφερθείσας µεθόδου σε µεγάλα 
προβλήµατα µεταφοράς έριξε το χρόνο εκτέλεσης του αλγορίθµου στο µισό. Ο αλγόριθµος 
αυτός είναι ο παρακάτω: 

*T

*T

 
Αλγόριθµος UpdateNodeDepth 
Ο αλγόριθµος που ανανεώνει το διάνυσµα βάθους.   
Είσοδος: p(m+n), m, n,Tcut(), z(), d(m+n), e1, e2, f1 
Έξοδος :To ανανεωµένo διάνυσµα βάθους  d(m+n). 
 

1. function d=UpdateNodeDepth(p,m,n,Tcut,z,d,e1,e2,f1) 
2. r=d(e2)-d(e1)+1; 
3. Tdep=Tcut; 
4. p=p; pde
5. for i=1:length(z) 
6.   ye=Preorder(z(i),pdep,m,n); 
7.   for j=1:length(ye) 
8.     if (any(ye(j)==Tdep)) 
9. ye(j))=d(ye(j))+r+2*(i-1);       d(
10.     end 
11.   end 
12.   for ee=1:length(Tdep) 
13.     if any(Tdep(ee)==ye) 
14.       pdep(Tdep(ee))=-7; 
15. ep(ee)=0;       Td
16.     end 
17.   end 
18. end 

      Αλγόριθµος 2.1.8 – Ο αλγόριθµος ανανέωσης του διανύσµατος βαθών d. 
 
O παραπάνω αλγόριθµος υπολογίζει τις προδιατάξεις για κάθε κόµβο του στελέχους και 
µετά αφαιρεί αυτούς τους κόµβους από µια δοµή Tdep η οποία αρχικοποιείται µε τους 
κόµβους που περιέχονται στο δέντροT , µε αποτέλεσµα κάθε φορά να γίνονται οι 
συγκρίσεις µε τους σωστούς κόµβους. 

*

Στο σηµείο αυτό τελειώνει η παρουσίαση του αλγορίθµου Simplex για το πρόβληµα 
Μεταφοράς. Παρουσιάσθηκαν οι πιο σηµαντικές συναρτήσεις και κυρίως αυτές που 
αποτέλεσαν και τη βάση για τον προγραµµατισµό και των άλλων αλγορίθµων. Είναι ευνόητο 
πως αν οι συναρτήσεις αυτές χρησιµοποιηθούν στους επόµενους αλγορίθµους δε θα 
αναλυθούν ξανά. Θα αναλύονται µόνο εκείνες οι συναρτήσεις που υλοποιούν τις 
ιδιαιτερότητες του συγκεκριµένου αλγορίθµου. 

Ακολουθεί η περιγραφή του πρωτεύοντος αλγορίθµου Simplex για το πρόβληµα 
Αντιστοίχησης.   
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n

2.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΗΣΗΣ 
Στη συνέχεια θα περιγράψουµε πως µπορεί ο πρωτεύων αλγόριθµος Simplex να 

εφαρµοστεί για τη επίλυση του προβλήµατος αντιστοίχησης. Θα παραθέσουµε την 
περιγραφή του αλγορίθµου, τη βηµατική του εκτέλεση σε µορφή ψευδοκώδικα καθώς και 
λεπτοµέρειες για έναν αποτελεσµατικό τρόπο προγραµµατισµού του αλγορίθµου. 
 
2.2.1 Υπολογισµός ενός Εφικτού ∆έντρου Ξεκινήµατος 

Όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή, το πρόβληµα Αντιστοίχησης είναι µια ειδική 
περίπτωση του προβλήµατος Μεταφοράς από το οποίο και προκύπτει θέτοντας  και 

. Λόγω της ειδικής δοµής του προβλήµατος οι µεταβλητές απόφασης 
m n=

1,   1,...,i ia b i= = =

ijx  θα ανήκουν στο διάστηµα { }0,1 . Συγκεκριµένα, κάθε εφικτό δέντρο του προβλήµατος 
αντιστοίχησης περιέχει  µεταβλητές απόφασης n ijx  ίσες  µε 1 και 1n −  µεταβλητές ίσες µε 
0. Σε αυτή την παράγραφο, θα περιγράψουµε τον υπολογισµό ενός εφικτού δέντρου 
ξεκινήµατος για την επίλυση του προβλήµατος Αντιστοίχησης χρησιµοποιώντας τον 
πρωτεύοντα αλγόριθµο Simplex.Το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος που θα χρησιµοποιήσουµε 
θα έχει ρίζα τον κόµβο στήλη 1. Επειδή όλα τα εκφυλισµένα τόξα είναι προς τα κάτω, το 
δέντρο δεν µπορεί να περιέχει φύλλα που είναι κόµβοι στήλες, εκτός βέβαια από τη ρίζα του 
δέντρου. ∆ουλεύοντας επαγωγικά αποδεικνύεται ότι αν ένα τόξο  είναι προς τα πάνω, 
δηλαδή αν κατευθύνεται από τα φύλλα προς τη ρίζα του δέντρου, θα είναι  αλλιώς θα 
είναι 0 .Έτσι συµπεραίνουµε ότι κάθε κόµβος στήλη εκτός της ρίζας θα έχει βαθµό 2 
στο ισχυρό δέντρο ξεκινήµατος εκτός της ρίζας η οποία θα έχει βαθµό 1.Συνοψίζοντας όλα 
τα παραπάνω, µπορούµε να πούµε ότι γενικά ένα ισχυρό δέντρο για προβλήµατα 
αντιστοίχησης ριζωµένο σε έναν κόµβο στήλη θα έχει τις παρακάτω ιδιότητες: 

( , )i j
1ijx =

ijx =

• Όλα τα  εκφυλισµένα τόξα είναι προς τα κάτω 1n −
• Για όλα τα  προς τα πάνω τόξα  είναι n ( , )i j 1ijx = . 
• Όλα τα φύλλα του δέντρου(εκτός της ρίζας) είναι κόµβοι γραµµές. 
• Κάθε κόµβος στήλη εκτός της ρίζας έχει βαθµό 2. 

Στο παρακάτω σχήµα βλέπουµε ένα ισχυρό δέντρο για ένα πρόβληµα αντιστοίχησης: 
1

1

0 0

1

0 0

1

2

3 2

5

5 4

3

1

1

4

1

 
Εικόνα 2.12 - Ένα ισχυρό δέντρο για ένα πρόβληµα Αντιστοίχησης   
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Το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος που θα χρησιµοποιήσουµε για την επίλυση του προβλήµατος 
αντιστοίχησης είναι ειδικής δοµής. Συγκεκριµένα, όταν έχουµε να λύσουµε ένα πρόβληµα 
Αντιστοίχησης , το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος θα είναι ένας δρόµος(path)που έχει ρίζα 
από τον κόµβο στήλη 1 προς τον κόµβο γραµµή . Το δέντρο αυτό προκύπτει εφαρµόζοντας 
τη µέθοδο της βορειοδυτικής γωνίας όπως αυτήν χρησιµοποιήθηκε για την κατασκευή ενός 
εφικτού δέντρου ξεκινήµατος στο πρόβληµα Μεταφοράς. Είναι δηλαδή πάντα ο δρόµος 
κόµβος στήλη 1, κόµβος γραµµή 1, κόµβος στήλη 2, κόµβος γραµµή 2,…., κόµβος στήλη , 
κόµβος γραµµή n .    

n n×
n

n

1

1

1

2

1

2

0

n

n

1

 
Εικόνα 2.13 – Το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος για ένα πρόβληµα Αντιστοίχησης nxn.  

Οι αντίστοιχες δυϊκές µεταβλητές των κόµβων και , i, j =1,…,n υπολογίζονται όπως 
είδαµε και στο πρόβληµα Μεταφοράς. Αρχικά θέτουµε 

iu jv

1v 0= , αφού ρίζα του δέντρου είναι 
τώρα ο κόµβος στήλη 1. Στη συνέχεια, λύνουµε το  παρακάτω γραµµικό σύστηµα 
εξισώσεων:  
 

1 1 1

0,  1,...,
0,  1,..., 1

ii ii i i

ij ii i i

s c u v i n
s c u v i n+ + +

= − − = =
= − − = = −

 

 
, αφού τα βασικά τόξα του δέντρου ξεκινήµατος είναι της µορφής (i,i), i=1,…,n και 

. Αφού υπολογίσω τις δυϊκές µεταβλητές που αντιστοιχούν στους 
κόµβους του δέντρου της εικόνας 2.13, τότε υπολογίζω τα µειωµένα κόστη  για κάθε 

, όπου  το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος, θέτοντας  

( , 1) , 1,..., 1i i i n+ = −

( , )i j T∉ T
ijs

ij ij i js c u v= − − . Στη συνέχεια 
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θα παραθέσουµε ένα παράδειγµα υπολογισµού ενός εφικτού δέντρου ξεκινήµατος και των 
αντίστοιχων δυϊκών µεταβλητών.  
Παράδειγµα 2.4 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους  
 

3 3 19 10 27
0 1 42 46 77
70 32 43 71 90
34 1 0 0 8
1 7 34 65 7

C

− − 
 − 
 =
 
 
 − 

. 

 
Να προσδιορισθεί το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος για ένα 5 5×  πρόβληµα Αντιστοίχησης 
και να προσδιορισθεί ο πίνακας των µειωµένων κοστών.    
Λύση  
Το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος είναι της ίδιας δοµής για κάθε πρόβληµα Αντιστοίχησης και 
υπολογίζεται χωρίς τη χρησιµοποίηση των δεδοµένων του παραδείγµατος. Συνεπώς, το 
εφικτό δέντρο ξεκινήµατος θα είναι το παρακάτω: 

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

1

1

1

1

1

0

0

0

0

 
Εικόνα 2.14 – Το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος για ένα 5x5 πρόβληµα Αντιστοίχησης 

Στη συνέχεια θα υπολογίσουµε τις δυϊκές µεταβλητές  u  και , i, j =1,…,n  του 
προβλήµατος θέτοντας  και 0

i jv

1 0v = ijs =  για κάθε τόξο ( , )i j T∈ . Η µέθοδος που 
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ακολουθείται είναι ακριβώς η ίδια που εφαρµόστηκε και στο πρόβληµα Μεταφοράς. 
Συνεπώς θα πρέπει να επιλύσουµε το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων: 
 

1

11 1 1

12 1 2

22 2 2

23 2 3

33 3 3

34 3 4

44 4 4

45 4 5

55 5 5

0v
c u v
c u v
c u v
c u v
c u v
c u v
c u v
c u v
c u v

= 
= + 
= +


= + 
= + 
= + 
= +


= + 
= + 

= + 

 

 
Λύνοντας  το παραπάνω 10 10×  γραµµικό σύστηµα παίρνουµε εύκολα  

[ ]3 5 6 65 80U = − −  και [ ]0= −6 37 65 73V . Στη συνέχεια  θα 
έχουµε  , από όπου υπολογίζουµε τον πίνακα των µειωµένων κοστών 

.Κάνοντας πράξεις λοιπόν παίρνουµε : 

( , )i j T∀ ∉

ij ij i js c u v= − −
S
 

0 0 21 58 103
5 0 0 24 1

64 32 0 0 11
99 72 28 0 0
81 93 77 80 0

S

− − − 
 − − 
 =
 
 
  

−
 

 
Παρατηρείστε ότι για κελιά που αντιστοιχούν σε βασικά τόξα  του δέντρου είναι πάντα 

.Το αντίστροφο όµως δεν ισχύει, δηλαδή αν 
( , )i j

0ijs = 0ijs =  τότε το τόξο  δεν είναι πάντα 
βασικό. Στην προκειµένη περίπτωση ένα τόξο  είναι βασικό εάν και µόνον αν 

( , )i j
( , )i j 0ijs =  

και .  ijx < ∞
 
2.2.2 Περιγραφή του Αλγορίθµου  

Ο πρωτεύων αλγόριθµος Simplex για το πρόβληµα Αντιστοίχησης δεν παρουσιάζει 
πολύ µεγάλες διαφορές από τον αντίστοιχο για το πρόβληµα Μεταφοράς. Η βασικότερη 
διαφορά του αλγορίθµου είναι η επιλογή του εισερχοµένου τόξου, διαδικασία η οποία έχει 
κατά κάποιο τρόπο κωδικοποιηθεί και δεν απαιτείται στην ουσία ο προσδιορισµός των 
συνόλων και .Η εξειδίκευση αυτή γίνεται προς επίτευξη καλύτερων υπολογιστικών 
επιδόσεων και είναι δυνατή λόγω της ειδικής µορφής του προβλήµατος.  

C+ C−

Έστω λοιπόν T  το τρέχον δέντρο του αλγορίθµου. Αρχικά, ελέγχουµε τις τιµές  των 
µειωµένων κοστών  των µη βασικών τόξων του δέντρου. Αν είναι  τότε ο 
αλγόριθµος τερµατίζει και T  είναι το βέλτιστο δέντρο, αλλιώς προσδιορίζει το εισερχόµενο 
τόξο  µε βάση τη σχέση 

ijs
T0  ( , )ijs i j≥ ∀ ∉

( , )g h min{ : 0}gh ij ijs s sδ= = < . Το εισερχόµενο τόξο ως γνωστό θα 
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δηµιουργήσει έναν µοναδικό κύκλο . Για την επιλογή του εξερχόµενου τόξου 
ακολουθείται η εξής αποτελεσµατική τεχνική. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 

C

,g

T ′

• Αν ο κόµβος  βρίσκεται στο δρόµο  που ενώνει τον κόµβο  µε τη ρίζα του 
δέντρου, τότε εξερχόµενο τόξο είναι το µοναδικό προς τα πάνω τόξο  που 
ανήκει στον κύκλο .Σε αυτήν την περίπτωση είναι πάντα . 

h [ , ]P T g g

1
( , )k h T∈

C ( )khx T =
• Αν ο κόµβος  δε βρίσκεται στο δρόµο  που ενώνει τον κόµβο  µε τη ρίζα 

του δέντρου, τότε εξερχόµενο τόξο είναι το µοναδικό προς τα κάτω τόξο 
h [ , ]P T g g

( , )k h T∈  
που ανήκει στον κύκλο .Σε αυτήν την περίπτωση είναι πάντα . C ( )khx T = 0

Με άλλα λόγια το εξερχόµενο τόξο είναι πάντα αυτό που προσπίπτει στον κόµβο  και 
ανήκει στον κύκλου του δικτύου .Εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε ότι ο τρόπος 
επιλογής του εξερχόµενου τόξου βασίζεται και εξειδικεύεται εξ’ ολοκλήρου  ακολουθώντας 
τον κανόνα του Cunninghum.Οι δύο διαφορετικές περιπτώσεις επιλογής του εξερχόµενου 
τόξου φαίνονται στο παρακάτω σχήµα.  

h
( )T h∪

1

1

0 0

1

0 0

1

2

3 l

k

5 4

3

1

1

4

1

xkl = 1

1

1

0 0

1

0

1

2

3 2

k

l

3

1

1

xkl = 0

1

6

6

0

6

6

1

0

 
Εικόνα 2.15 – Οι δύο περιπτώσεις επιλογής του εξερχόµενου τόξου 

Η ανανέωση του δέντρου γίνεται µε τον ίδιο τρόπο ακριβώς που γίνεται και η 
ανανέωση του δέντρου για το πρόβληµα Μεταφοράς. ∆ηλαδή αν  το τρέχον δέντρο,  
το εισερχόµενο τόξο και  το εξερχόµενο τόξο, τότε το ανανεωµένο δέντρο T  θα είναι 
το δέντρο . Οι τιµές ( )

T ( , )g h
( , )k
, )k

′
( , ) ~ (T g h∪ ijx  ανανεώνονται κάθε φορά θέτοντας ( ) 1ijx T ′ = , 

αν το τόξο  κατευθύνεται από τα φύλλα προς τη ρίζα, αλλιώς θέτουµε . ( , )i j (ijx T ′) = 0
Η ανανέωση των τιµών  γίνεται πάλι µε βάση τους κόµβους που ανήκουν στο 

αποκοµµένο δέντρο  και ακολουθείται πάλι η ίδια διαδικασία, δηλαδή µεταβάλλονται 
ijs

*T
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µόνο τα µειωµένα κόστη των τόξων που προσπίπτουν σε κόµβους που ανήκουν στο δέντρο 

. *T

( ,k h

khx

ijx T

q

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τη βηµατική περιγραφή του αλγορίθµου και θα 
εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο για την συνέχεια της επίλυσης του παραδείγµατος 2.3. 
 
2.2.3 Βηµατική Περιγραφή του Αλγορίθµου  
Τα σηµαντικότερα  βήµατα του αλγορίθµου είναι τα παρακάτω: 
 
ΒΗΜΑ 0:(Καθορισµός αρχικών µεταβλητών) 
Υπολόγισε το ισχυρό δέντρο ξεκινήµατος  που είναι ένας δρόµος από τον κόµβο στήλη 1 T
µέχρι τον κόµβο γραµµή  καθώς και τις δυϊκές µεταβλητές των κόµβων του δέντρου n
θέτοντας   και 0  για κάθε βασικό τόξο 1 0v = ij i js c u v− =ij= − ( , )i j T∈ . 
 
ΒΗΜΑ 1:(Έλεγχος βελτιστότητας) 
Εάν  είναι 0  τότε το δέντρο  είναι βέλτιστο και ο αλγόριθµος τερµατίζει, ( , )i j T∀ ∉ ijs ≥ T
αλλιώς πήγαινε στο βήµα 2.  
 
ΒΗΜΑ 2:(Επιλογή εισερχοµένου τόξου) 
Υπολόγισε το εισερχόµενο τόξο ( , )  ελέγχοντας τα µειωµένα κόστη των µη βασικών g h
τόξων µε βάση τον τύπο min{ ijs s : 0}gh ijsδ= = < . 
 
ΒΗΜΑ 3:(Επιλογή εξερχόµενου τόξου) 
Έστω  ο δρόµος από τον κόµβο  προς στη ρίζα του δέντρου και  ο κύκλος που [ , ]P T g g C
σχηµατίζει το εισερχόµενο τόξο . Αν ( , )g h [ , ]h P T g∈  τότε εξερχόµενο είναι το τόξο 

) C∈  µε   .Αντιθέτως αν 1khx = [h P ,T ]g∉ , τότε εξερχόµενο είναι το τόξο (  µε  , )k h C∈
0= .        

 
ΒΗΜΑ 4:(Ανανέωση των µεταβλητών) 
Θέσε  αν το τόξο  κατευθύνεται από τα φύλλα του δέντρου προς τη ρίζα και  ( )ijx T ′ =1 ( , )i j

( ) 0=′  αλλιώς. Υπολόγισε το δέντρο  που είναι το δέντρο που αποκόβεται από τη *T
ρίζα όταν αφαιρείται το εξερχόµενο τόξο. Αν *h T∈  θέσε 0q δ= − > , αλλιώς θέσε  

0δ= < . Στη συνέχεια εάν ο κόµβος *b T∈  είναι κόµβος-γραµµή θέσε 

b b ( ') ( )j js T= −  , 1..q j =s T n  αλλιώς (δηλαδή ο κόµβος *b T∈  είναι κόµβος-στήλη) θέσε 

 b  b( ') (i is T= +)  , 1..q i =s T n .(Ανανεώνονται οι τιµές  των τόξων  που προσπίπτουν ijs ( , )i j
σε κόµβους που ανήκουν στο δέντρο *T ) 
 
ΒΗΜΑ 5:(Ανανέωση του τρέχοντος δέντρου) 
Θέσε 'T  και πήγαινε στο βήµα 1. T=
 
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε την ακριβή επίλυση ενός παραδείγµατος. Θα 
χρησιµοποιήσουµε τα δεδοµένα που χρησιµοποιήσαµε στο προηγούµενο 
παράδειγµα(παράδειγµα 2.3). 
Παράδειγµα 2.4 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους  
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3 3 19 10 27
0 1 42 46 77
70 32 43 71 90
34 1 0 0 8
1 7 34 65 7

C

− − 
 − 
 =
 
 
 − 

 

 
για ένα  πρόβληµα Αντιστοίχησης. Να λυθεί το πρόβληµα χρησιµοποιώντας τον 
πρωτεύοντα αλγόριθµο Simplex.   

5 5×

Λύση 
Όλα τα αρχικά δεδοµένα φαίνονται παρακάτω: 

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

1

1

1

1

1

0

0

0

0

0 0 21 58 103
5 0 0 24 1

64 32 0 0 11
99 72 28 0 0
81 93 77 80 0

S

− − − 
 − − − 
 =
 
 
  

 
Εικόνα 2.16 – Το εφικτό δέντρο του προβλήµατος και η αντίστοιχη µήτρα µειωµένων  κοστών.  

Πίνακας 2.1.9 – Ο πίνακας που αντιστοιχεί στο δέντρο του σχήµατος 2.16 

1 0 -21 -58 -103
-5 1 0 -24 -1
64 32 1 0 11
99 72 28 1 0
81 93 77 80 1

 
Παραπάνω παρουσιάζουµε τον πίνακα όπου φαίνονται όλες οι πληροφορίες 
συγκεντρωµένες, δηλαδή τον πίνακα που περιέχει και τις µεταβλητές απόφασης καθώς και 
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τα µειωµένα κόστη που αντιστοιχούν σε κάθε τόξο. Οι τιµές που βρίσκονται µέσα σε γκρίζα 
κελιά αντιπροσωπεύουν τις µεταβλητές απόφασης του προβλήµατος. Θα µπορούσαν να 
παραληφθούν επειδή µπορούν εύκολα να υπολογισθούν από τη φορά των τόξων του 
δέντρου. Συµπεριλαµβάνονται όµως προς χάριν αισθητικής. Στη συνέχεια θα παρουσιασθούν 
λεπτοµερώς οι επαναλήψεις του αλγορίθµου.     

Επανάληψη 1 
• Είναι 15min{ : 0} 103gh ij ijs s s sδ= = < = = − . Συνεπώς 103δ = −  και ( ., ) (1,5)g h =  
• Επειδή , κόβεται το µοναδικό προς τα κάτω τόξο  µε [ , ]h P T g∉ ( , )k h 0khx = . 

Συνεπώς ( , ) (4k h ,5)= . 
• Συµβολίζουµε µε  T   το σύνολο των κόµβων – γραµµών b Tr *∈  και µε T  το σύνολο 

των κόµβων στηλών . Συνεπώς θα είναι   T
c

*c T∈ {5}r = και T {5}c = . 
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1
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0
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1

1

1

1

1

0

0

0

0

1 0 -21 -58 -103
-5 1 0 -24 -1
64 32 1 0 11
99 72 28 1 0
81 93 77 80 1

+103

 -103

1 0 -21 -58 0
-5 1 0 -24 102
64 32 1 0 114
99 72 28 1 103
-22 -10 -26 -23 1

 
Εικόνα 2.17 – Η πρώτη επανάληψη του αλγορίθµου  
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Η ανανέωση των µεταβλητών  µε βάση τα σύνολα ,   και του τρέχοντος δέντρου 
φαίνεται αναλυτικά στο σχήµα 2.17. Οι µεταβλητές απόφασης 

ijs rT cT

ijx  ανανεώνονται µε βάση τη 
φορά των αντίστοιχων τόξων. Παρατηρείστε ότι οι κόµβοι του υπόδεντρου  T  είναι 
χρωµατισµένοι µε γκρι χρώµα.

*
 

 
Επανάληψη 2 

• Είναι 14min{ : 0} 58gh ij ijs s s sδ= = < = = − . Συνεπώς 58δ = −  και ( , ) .(1,4)g h =  
• Επειδή , κόβεται το µοναδικό προς τα κάτω τόξο  µε [ , ]h P T g∉ ( , )k h 0khx = . 

Συνεπώς ( , ) (3,k h 4)= . 
•  Επίσης είναι   T και T{4}r = {4}c = . 
• Η ανανέωση των µεταβλητών  µε βάση τα σύνολα ,   και του τρέχοντος 

δέντρου φαίνεται αναλυτικά στα παρακάτω σχήµατα. Οι µεταβλητές απόφασης 
ijs rT cT

ijx  
ανανεώνονται µε βάση τη φορά των αντίστοιχων τόξων.  

1
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1 0 -21 -58 0
-5 1 0 -24 102
64 32 1 0 114
99 72 28 1 103
-22 -10 -26 -23 1

 -58

 +58

1 0 -21 0 0
-5 1 0 34 102
64 32 1 58 114
41 14 -30 1 45
-22 -10 -26 35 1

 
Εικόνα 2.18 – Η δεύτερη επανάληψη του αλγορίθµου  

Παρατηρείστε ότι όταν η τιµή της µεταβλητής απόφασης του εξερχόµενου τόξου kx  είναι 
ίση µε το µηδέν, οι µεταβλητές ijx  του ανανεωµένου δέντρου T ′  δεν µεταβάλλονται, δηλαδή 
όλα τα τόξα διατηρούν τη φορά που είχαν πριν, πράγµα πολύ φυσιολογικό αν σκεφτούµε το 
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γεγονός ότι ο αλγόριθµος Simplex για το πρόβληµα Αντιστοίχησης αποτελεί εξειδίκευση του 
αλγορίθµου Simplex για το πρόβληµα Μεταφοράς. Επίσης, η τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης κατά τη διάρκεια τέτοιου είδους επαναλήψεων δεν µεταβάλλεται µε  
αποτέλεσµα η επανάληψη να ονοµάζεται εκφυλισµένη(degenerate). Στην ουσία, τέτοιου 
είδους επαναλήψεις είναι «άσκοπες» αφού προσθέτουν υπολογιστικό έργο χωρίς να 
πετυχαίνουν βελτίωση της τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης. Αυτή είναι µια πολύ 
σηµαντική παρατήρηση αφού µια καλή τακτική ανάπτυξης αλγορίθµων ∆ικτυακού 
Προγραµµατισµού αποτελεί η εύρεση µεθόδων αποφυγής εκφυλισµένων επαναλήψεων.    

Επανάληψη 3 
• Είναι 43min{ : 0} 30gh ij ijs s s sδ= = < = = − . Συνεπώς 30δ = −  και ( , ) .(4,3)g h =  
• Ο δρόµος  περιέχει τους κόµβους – στήλες 4,1.Επειδή όµως [ , ]P T g 3h =  

συµπεραίνουµε ότι  και έτσι κόβεται το µοναδικό προς τα κάτω τόξο 
 µε 0 . Συνεπώς 

[ , ]h P T g∉
( ,k h( , )k h khx = ) (2,3)= . 

•  Επίσης είναι   T και T{3}r = {3}c = . 
• Η ανανέωση των µεταβλητών  µε βάση τα σύνολα ,   και του τρέχοντος 

δέντρου φαίνεται αναλυτικά στα παρακάτω σχήµατα. Οι µεταβλητές απόφασης 
ijs rT cT

ijx  
ανανεώνονται µε βάση τη φορά των αντίστοιχων τόξων.  
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Εικόνα 2.19 – Η τρίτη επανάληψη του αλγορίθµου  

Μέχρι αυτή τη στιγµή, οι τρεις επαναλήψεις που εκτέλεσε ο αλγόριθµος ήταν του ίδιου 
τύπου και συγκεκριµένα αντιστοιχούν στο δεξιό σχήµα του σχήµατος 2.15. Ως εκ τούτου, η 
τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης παραµένει σταθερή και ίση µε  .  

( , )

( ) 38ij ij
i j T

z T c x
∈

= =∑
Επανάληψη 4 
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• Είναι 51min{ : 0} 22gh ij ijs s s sδ= = < = = − . Συνεπώς 22δ = −  και ( ., ) (5,1)g h =  
• Ο δρόµος  περιέχει τους κόµβους – στήλες 5,1.Επειδή όµως [ , ]P T g 1h =  

συµπεραίνουµε ότι  και έτσι κόβεται το µοναδικό προς τα πάνω τόξο 
 µε 1. Συνεπώς 

[ , ]h P T g∈
( ,k h( , )k h khx = ) (1,1)= .Πρόκειται για µη εκφυλισµένη επανάληψη. 

• Επίσης είναι   T και {1,2,3,4,5}r = {2,3,4,5}cT = .Η ανανέωση των µεταβλητών  
και 

ijs

ijx  γίνεται µε τις γνωστές αλγοριθµικές διαδικασίες που ξέρουµε όπως 
παρακάτω: 
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Εικόνα 2.20 – Η τέταρτη επανάληψη του αλγορίθµου  

 

Επανάληψη 5 
• Είναι 52min{ : 0} 10gh ij ijs s s sδ= = < = = − . Συνεπώς 10δ = −  και ( , ) .(5,2)g h =  
• Ο δρόµος  περιέχει µόνο τον κόµβο – στήλη 1.Επειδή όµως [ , ]P T g 2h =  

συµπεραίνουµε ότι  και έτσι κόβεται το µοναδικό προς τόξο  που [ , ]h P T g∉ ( ,k h)
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έχει κατεύθυνση από τη ρίζα προς τα φύλλα του δέντρου, ανήκει στον σχηµατιζόµενο 
κύκλο  και έχει 0 . Συνεπώς C khx = ( , ) (1, 2)k h = .Πρόκειται για µια εκφυλισµένη 
επανάληψη. 

{2}
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i j ∉

• Επίσης είναι   T και r = {2}cT = .Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,  
και 

T ijs

ijx  φαίνεται παρακάτω: 
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Εικόνα 2.20 – Η πέµπτη επανάληψη του αλγορίθµου και το τελικό βέλτιστο δέντρο 
 
Αν παρατηρήσουµε προσεκτικά τον τελικό πίνακα που προέκυψε, παρατηρούµε ότι 

. Αυτό σηµαίνει ότι ο αλγόριθµος τερµατίζει και ότι το τελικό δέντρο που 
προέκυψε είναι βέλτιστο. 

0  ( , )ijs ≥ ∀ T

Η λύση που έχει παραχθεί µπορεί να παρασταθεί και µε το βέλτιστο διάνυσµα 
ανάθεσης, το οποίο για το συγκεκριµένο πρόβληµα θα είναι το [ ]5 2 3 4 1p =

i

. Άρα, 
αν το συγκεκριµένο πρόβληµα απευθυνόταν σε ένα πρόβληµα ανάθεσης έργων, όπου 
ψάχναµε τη βέλτιστη αντιστοίχηση ατόµων και εργασιών µε δεδοµένα τα διάφορα κόστη, το 
βέλτιστο κόστος  θα προέκυπτε από την αντιστοίχιση της  εργασίας p  στο άτοµο 
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  , 1..i i n=

( )z T
, όπου . Επίσης, τελική και βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης θα 

είναι . 
5n =

ij ijc x= =
( , )

16
i j T∈
∑

, 1.i ju v   ,i j =
p

2.2.4 Προγραµµατισµός του Αλγορίθµου 
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τον έναν αποτελεσµατικό τρόπο προγραµµατισµού 

του αλγορίθµου. Οι δοµές δεδοµένων που θα χρησιµοποιηθούν είναι οι ίδιες που 
χρησιµοποιήθηκαν και στο πρόβληµα µεταφοράς. Μάλιστα, η διαχείρισή τους είναι ακόµη 
πιο εύκολη αφού θέτουµε .  m n=
Αλγόριθµος A1 
Ο παρακάτω αλγόριθµος λύνει το πρόβληµα Αντιστοίχησης, χρησιµοποιώντας τον πρωτεύοντα αλγόριθµο 
Simplex.Ξεκινάει µε ένα εφικτό δέντρο ξεκινήµατος που είναι ένας δρόµος από τον κόµβο-στήλη 1 προς τον 
κόµβο γραµµή n. 
Είσοδος: O πίνακας κόστους C(nxn). 
Έξοδος : Η λύση του προβλήµατος Αντιστοίχησης  X(nxn). 
 

1. [X,S]=FeasibleTree(n); 
2. [U,V]=DualVariables(S,C,n); 
3. S=ReducedCosts(n,C,U,V); 
4. p=InitializeNodeFather(X,n); 
5. d=InitializeNodeDepth(p,n); 
6. t=InitializeNodeDirection(n); 
7. min=-inf; 
8. simplex=1; 
9. iterationsA1=0; 
10. while simplex==1   
11.   [min,g,h]=EnteringArc(S,n); 
12.   if min~=0 
13.     simplex=1; 
14.     [k,l,Tcut,upwards]=LeavingArc(g,h,p,n); 
15.     [e1,e2,f1,z]=Steam(p,g,h,k,l,d,n,Tcut); 
16.     d=UpdateNodeDepth(p,n,Tcut,z,d,e1,e2,f1); 
17.     p=UpdateNodeFather(p,z,e2,f1); 
18.     [S,X]=UpdateVariables(t,p,d,n,X,g,h,k,l,Tcut,min,S,upwards); 
19.   else  
20.     simplex=0; 
21.   end 
22. end 

Αλγόριθµος 2.2.1 – Ο κώδικας του πρωτεύοντος αλγορίθµου Simplex για το πρόβληµα Αντιστοίχησης 

Είναι εµφανές ότι ο παραπάνω αλγόριθµος παρουσιάζει πολλές οµοιότητες µε  τον 
αντίστοιχο αλγόριθµο Simplex για το πρόβληµα Μεταφοράς. Αν παρατηρήσουµε τον 
κώδικα προσεχτικά, θα δούµε ότι πολλές συναρτήσεις είναι ίδιες και το µόνο που αλλάζει 
είναι οι παράµετροι που περνιούνται σε αυτές. Έτσι , αρχικά υπολογίζεται το  εφικτό δέντρο-
δρόµος  µε τη διαδικασία FeasibleTree(). Στη συνέχεια υπολογίζονται οι δυϊκές 
µεταβλητές .n , τα µειωµένα κόστη  και αρχικοποιούνται τα διανύσµατα 
πατέρα – κόµβου 

ijs
, βάθους  και κατεύθυνσης . Μετά υπολογίζονται το εισερχόµενο και 

εξερχόµενο τόξο και ανανεώνονται οι δοµές που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος. Ο αλγόριθµος 
θα τερµατίσει όταν η διαδικασία EnteringArc() δεν εντοπίσει 0

d t

ijs <  και συνεπώς θα 
επιστρέψει τιµή 0 στη µεταβλητή min. Οι διαδικασίες που κρίναµε σκόπιµο να αναλύσουµε  
είναι οι παρακάτω: 
 

• [ X, S ] = FeasibleTree( n ) 
 
Με αυτή τη διαδικασία κατασκευάζουµε το εφικτό δέντρο για το πρόβληµα Αντιστοίχησης 
όπως αυτό περιγράφηκε στην εισαγωγή που κάναµε για τον αλγόριθµο. Στην ουσία, 



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

64 

 
δεδοµένου του µεγέθους του προβλήµατος , σχηµατίζουµε δύο n n n×  µήτρες X ,  όπου 
αποθηκεύουµε τις αρχικές πληροφορίες για τις µεταβλητές απόφασης και τα µειωµένα κόστη 
που αντιστοιχούν στο αρχικό δέντρο . Συγκεκριµένα, θέτουµε, 

S

1..T ( , ) 1  , X i i =
0  , 

i
1..

n=
1

(τόξα 
που κατευθύνονται από τα φύλλα προς τη ρίζα του δέντρου), ( , 1)X i i i n+ = = −

j
(τόξα 

που κατευθύνονται από τη ρίζα προς τα φύλλα του δέντρου), αλλιώς θέτουµε (µη 
βασικό τόξο).Επίσης 

( ,X i ) = ∞
( , )i j T∀ ∈  θέτουµε ( ,S i ) 0j = , αλλιώς θέτουµε . Γενικά, το 

σύµβολο άπειρο(∞ ) θα το χρησιµοποιούµε για να δηλώσουµε την ανυπαρξία του 
συγκεκριµένου τόξου. Ο συγκεκριµένος αλγόριθµος φαίνεται παρακάτω: 

( , )S i j = ∞

 
Αλγόριθµος FeasibleTree 
Ο αλγόριθµος που υπολογίζει το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος.   
Είσοδος: Η διάσταση του προβλήµατος  n. 
Έξοδος : Οι αρχικοποιηµένες µήτρες Χ(n, n),S(n, n)  
 

1. function [X,S]=FeasibleTree(n) 
2. for i=1:n 
3.   for j=1:n 
4.     if i==j 
5.       X(i,j)=1; 
6.       S(i,j)=0; 
7.     elseif i+1==j 
8.       X(i,j)=0; 
9.       S(i,j)=0; 
10.     else 
11.       X(i,j)=inf; 
12.       S(i,j)=inf; 
13.     end 
14.   end 
15. end 

Αλγόριθµος 2.2.2 – Ο αλγόριθµος κατασκευής του εφικτού δέντρου ξεκινήµατος 

Σε αυτό το σηµείο πρέπει να κάνουµε µια σηµαντική παρατήρηση. Ο παραπάνω αλγόριθµος 
θα µπορούσε να εκφραστεί µε έναν αρκετά πιο αποδοτικό τρόπο, λαµβάνοντας υπόψη ότι οι 
έλεγχοι γενικά καταναλώνουν µεγάλο µέρος του υπολογιστικού χρόνου ενός αλγορίθµου. 
Συνεπώς, µια πιο «κοµψή» έκδοση του παραπάνω αλγορίθµου θα ήταν η εξής:    
 
Αλγόριθµος FeasibleTreeOp 
Ο αλγόριθµος που υπολογίζει το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος µε αποτελεσµατικότερο τρόπο.   
Είσοδος: Η διάσταση του προβλήµατος  n. 
Έξοδος : Οι αρχικοποιηµένες µήτρες Χ(n, n),S(n, n)  
 

1. X(1:n,1:n)=inf; 
2. S(1:n,1:n)=inf; 
3. X(n,n)=1; 
4. ,n)=0; S(n
5. for i=1:n-1 
6.   X(i,i)=1; 
7.   S(i,i)=0; 
8.   X(i,i+1)=0; 
9. i,i+1)=0;   S(
10. end 

Αλγόριθµος 2.2.3 – Ένας αποδοτικότερος αλγόριθµος κατασκευής του εφικτού δέντρου ξεκινήµατος 

Παρατηρείστε ότι και θεωρητικά ο αλγόριθµος 2.2.3 είναι καλύτερος από τον αλγόριθµο 
2.2.2. Και αυτό συµβαίνει γιατί, αν θεωρήσουµε ότι οι εντολές των γραµµών 1,2  του 
αλγορίθµου 2.2.3 είναι της τάξης , ο αλγόριθµος 2.2.3 τρέχει σε χρόνο , ενώ ο (1)O ( )O n
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αλγόριθµος 2.2.2 τρέχει προσεγγιστικά σε χρόνο .Η παρατήρηση αυτή έγινε για να 
δούµε πως µπορούµε να κάνουµε βελτιώσεις σε έναν κώδικα. Στην πραγµατικότητα, επειδή 
η διαδικασία FeasibleTree() καλείται µόνο µια φορά από το κυρίως πρόγραµµα του 
αλγορίθµου, δεν επηρεάζει το χρόνο εκτέλεσης όλου του αλγορίθµου. 

2( )O n

 
• p = InitializeNodeFather( n ) 

 
Με αυτή τη διαδικασία αρχικοποιούµε το διάνυσµα πατέρα – κόµβου, δηλαδή το διάνυσµα 
εκείνο που αντιστοιχεί στο εφικτό δέντρο ξεκινήµατος. Το διάνυσµα αυτό όπως έχουµε 
αναφέρει εκφράζει τη «δοµή» του δέντρου και είναι πολύ σηµαντικό για την εκτέλεση του 
αλγορίθµου. Παρακάτω φαίνεται ο κώδικας που γράψαµε:   
 
Αλγόριθµος InitializeNodeFather 
Ο αλγόριθµος που υπολογίζει το εφικτό δέντρο ξεκινήµατος.   
Είσοδος: Η διάσταση του προβλήµατος  n. 
Έξοδος : To αρχικοποιηµένο διάνυσµα  p(2n).  
 

1. function p=InitializeNodeFather(n) 
2. p=0; 
3. p(n+1)=-1; 
4. for i=1:n  
5. p(i)=n+i; 
6.  end
7. for i=n+2:2*n 
8. p(i)=i-n-1; 
9. end 

Αλγόριθµος 2.2.4 – Ο αλγόριθµος αρχικοποίησης του διανύσµατος πατέρα-κόµβου. 

• [k, l, Tcut, upwards] = LeavingArc ( g , h , p , n ) 
 
Αλγόριθµος LeavingArc 
Ο αλγόριθµος που υπολογίζει το εξερχόµενο τόξο.   
Είσοδος: Το εισερχόµενο τόξο (g,h), το διάνυσµα πατέρα-κόµβου p(2n) και η  διάσταση του προβλήµατος  n. 
Έξοδος : Το εξερχόµενο τόξο (k,l), το δέντρο Τ*,και η µεταβλητή φοράς του εξερχόµενου τόξου upwards.   
 

1. function [k,l,Tcut,upwards]=LeavingArc(g,h,p,n) 
2. l=h; 
3. s=g; 
4. i=1; 
5. ds=0; upwar
6. while s~=n+1 
7.   u=s; 
8.   i=i+1; 
9.   s=p(s); 
10.   if s==h+n 
11.     s=n+1; 
12.     upwards=1; 
13.   end  
14. end 
15. if upwards==1 
16.   k=u; 
17.   start=k; 
18. else 
19.   k=p(h+n); 
20. art=l+n;   st
21. end 
22. Tcut=Preorder(start,p,n); 

 
Αλγόριθµος 2.2.5 – Υπολογισµός εξερχόµενου τόξου. 
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Με αυτή τη διαδικασία υπολογίζουµε κάθε φορά το εξερχόµενο τόξο ( , . Ως 

µεταβλητές εισόδου αυτής της διαδικασίας περνιούνται το εισερχόµενο τόξο ( , ) , το 
διάνυσµα πατέρα κόµβου 

)k
g h

p και η διάσταση του προβλήµατος . n
Η διαδικασία υπολογίζει επίσης τον δέντρο  καλώντας τη διαδικασία  

Preorder(),όπως αυτήν παρουσιάσθηκε και στο πρόβληµα Μεταφοράς καθώς και µία 
µεταβλητή upwards που παίρνει τιµές στο διάστηµα και υποδηλώνει τη φορά του 
εξερχόµενου τόξου. ∆ηλαδή, αν 

*T

,1}{0
1upwards =  τότε το εξερχόµενο τόξο κατευθύνεται από τα 

φύλλα του δέντρου προς τη ρίζα, ενώ αν 0upwards = , τότε το εξερχόµενο τόξο  
κατευθύνεται από τη ρίζα προς τα φύλλα του δέντρου.Αν παρατηρήσουµε προσεχτικά τον 
κώδικά του αλγορίθµου, θα δούµε ότι υλοποιείται ακριβώς η διαδικασία που περιγράφηκε 
για την επιλογή του εξερχόµενου τόξου. Αρχικά, ελέγχεται αν ο κόµβος  ανήκει στο δρόµο 
που διαγράφεται από τον κόµβο  προς τη ρίζα του δέντρου και αναλόγως καθορίζουµε την 
τιµή της µεταβλητής upwards(γραµµές 5-14). Στη συνέχεια, ακολουθώντας όσα 
αναφέρθηκαν σχετικά µε την επιλογή του εξερχόµενου τόξου, η µεταβλητή upwards µας 
οδηγεί στον υπολογισµό των µεταβλητών  και (γραµµές 15-21). 

( , )k

h
g

k
 

• [ S, X ]=UpdateVariables( t ,p ,d ,n ,X ,g ,h ,k ,l ,Tcut ,min ,S ,upwards ) 
 
Αλγόριθµος UpdateVariables 
Ο αλγόριθµος ανανέωσης των µειωµένων κοστών και µεταβλητών απόφασης.   
Είσοδος: t(2n), p(2n), d(2n), n,X(n,n), g, h, k, l, Tcut, min, S,upwards 
Έξοδος : Το εξερχόµενο τόξο (k,l), το δέντρο Τ*,και η µεταβλητή φοράς του εξερχόµενου τόξου upwards.   
 

1. function [S,X]=UpdateVariables(t,p,d,n,X,g,h,k,l,Tcut,min,S,upwards) 
2. for i=1:n 
3.   if (mod(d(i),2)==1)&(X(i,p(i)-n)~=inf) 
4. p(i)-n)=1;     X(i,
5.   elseif (mod(d(i),2)==0)&(X(i,p(i)-n)~=inf) 
6. i,p(i)-n)=0;     X(
7.   end 
8. end 
9. for i=n+2:2*n     
10.   if (mod(d(i),2)==1)&(X(p(i),i-n)~=inf) 
11. i),i-n)=1;     X(p(
12.   elseif (mod(d(i),2)==0)&(X(p(i),i-n)~=inf) 
13.     X(p(i),i-n)=0; 
14.   end 
15. end 
16. X(g,h)=upwards; 
17. X(k,l)=inf; 
18. for i=1:length(Tcut) 
19.   if h+n==Tcut(i) 
20. n=-min;     mi
21.   end 
22. end 
23. for i=1:length(Tcut) 
24.   if Tcut(i)<=n 
25.     for j=1:n 
26. Tcut(i),j)=S(Tcut(i),j)-min;       S(
27.     end 
28.   else 
29.     for j=1:n 
30. j,Tcut(i)-n)=S(j,Tcut(i)-n)+min;       S(
31.     end 
32.   end 
33. end 

Αλγόριθµος 2.2.6 – Ο αλγόριθµος ανανέωσης των πινάκων Χ,S 
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Παρόλο που περιγράψαµε την αντίστοιχη διαδικασία ανανέωσης των πινάκων καιS X για το 
πρόβληµα Μεταφοράς, κρίναµε σκόπιµο να παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο ανανέωσης και 
για το πρόβληµα Αντιστοίχησης λόγω ενός διαφορετικού τρόπου ανανέωσης του πίνακα 
X .Παρόλο που ο πίνακας X θα µπορούσε να µην ανανεώνεται, αλλά να υπολογιστεί µια 
φορά στο τέλος ανάλογα µε τη φορά των τόξων του βέλτιστου δέντρου, θεωρήσαµε σωστό 
να ανανεώνουµε αυτές τις τιµές για να έχουµε µια γενική εικόνα της κατάστασης των 
µεταβλητών του αλγορίθµου. Όσον αφορά την ανανέωση των µεταβλητών απόφασης, αυτή 
γίνεται µε βάση τα βάθη των κόµβων του δέντρου, δηλαδή ανανεώνουµε τις µεταβλητές 
απόφασης, δεδοµένου ότι οι κόµβοι – γραµµές βρίσκονται πάντα σε περιττά 
βάθη( ) και οι κόµβοι στήλες σε άρτια βάθη ( d1,3,..., 2 1d = k + 0,2,.., 2k= ).Αυτό φαίνεται 
αναλυτικά στις γραµµές 2-15 του κώδικα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
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Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε έναν νέο αλγόριθµο για την επίλυση των 
προβληµάτων Μεταφοράς και Αντιστοίχησης. Πρόκειται για τον δενδρικό αλγόριθµο 
Παπαρρίζου που χρησιµοποιεί ως εφικτό δέντρο ξεκινήµατος το δέντρο Balinski. Το δέντρο 
αυτό κατασκευάστηκε πρώτη φορά από τον M.L. Balinski[B3] και γι’ αυτό φέρει το όνοµά 
του. Ο αλγόριθµος που θα περιγραφεί είναι ένας αλγόριθµος εξωτερικών σηµείων, δηλαδή 
χρησιµοποιεί εξωτερικά σηµεία της εφικτής περιοχής για να φτάσει στο βέλτιστο σηµείο. Σε 
αλγορίθµους τέτοιου είδους, σηµαντικό ρόλο παίζει κάθε φορά η αρχική λύση που θα 
χρησιµοποιήσουµε. Επηρεάζει άµεσα τον αριθµό των επαναλήψεων του αλγορίθµου και 
συνεπώς και το χρόνο εκτέλεσης του αλγορίθµου. Όπως θα δούµε και στο κεφάλαιο της 
υπολογιστικής µελέτης, το δέντρο Balinski δεν αποτελεί αποδοτική από υπολογιστική άποψη 
αρχική λύση. Συνεπώς, εξαναγκάζει τον αλγόριθµο σε περισσότερες επαναλήψεις 
,αυξάνοντας κατ’ αυτόν τον τρόπο το χρόνο εκτέλεσης του αλγορίθµου.   
 
3.1 ΕΦΑΡΜΟΓΗ  ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 
 
3.1.1 Περιγραφή του ∆έντρου Balinski για το πρόβληµα Μεταφοράς 

Ο αλγόριθµος που θα περιγράψουµε επιλύει ένα m n×  πρόβληµα Μεταφοράς και  
ξεκινάει µε το δέντρο Balinski, το οποίο είναι δυϊκά εφικτό και έχει ειδική δοµή. Το δέντρο 
Balinski έχει πάντα ρίζα τον κόµβο γραµµή 1(επίπεδο 0).Όλοι οι κόµβοι στήλες βρίσκονται 
στο επίπεδο 1 ενώ οι κόµβοι γραµµές εκτός της ρίζας βρίσκονται στο επίπεδο 2.∆ηλαδή το 
δέντρο περιέχει τόξα της µορφής (1, ) , 1,...,j j n=  και ( , ) , i j 2,...,i m= ,  είναι κόµβος 
στήλη. Επειδή µερικά από τα βασικά τόξα του δέντρου  είναι πάντα της µορφής 

  και ο κόµβος γραµµή 1 είναι η ρίζα του δέντρου µπορούµε εύκολα να 
υπολογίσουµε τις δυϊκές µεταβλητές της ρίζας του δέντρου και όλων των κόµβων στηλών 
θέτοντας  και . Αναπτύσσοντας την τελευταία σχέση έχουµε 

j
T

(1, ) , 1,...,j j n=

1( )u T = 0 1 ( ) 0,js T  1,...,j n= =
 

1 1 1( ) 0 ( ) ( ) 0 ( )j j j js T c u T v T v T c= ⇒ − − = ⇒ = 1 j  
 
Τη στιγµή αυτή έχουν υπολογιστεί οι δυϊκές µεταβλητές των κόµβων στηλών. Για να 
εντοπίσουµε τα υπόλοιπα τόξα του δέντρου θέτουµε:  
  

{ }( ) min ( ) : 1,...,   , 2,...,i ij ju T c v T j n i m= − = =  
 
Έστω ότι µετά την εφαρµογή του παραπάνω τύπου προκύπτει για κάθε γραµµή  
µια στήλη  ώστε: 

2,...,i m=
( )j i

 
{ }( ) ( ) ( ) min ( ) : 1,...,   , 2,...,ij i j i ij jc v T c v T j n i− = − = = m  

 
Τότε το τόξο  είναι βασικό τόξο του δέντρου Balinski και προφανώς θα ισχύει η 
παρακάτω σχέση: 

( , ( ))i j i

 
( ) ( )( ) ( ) , 2,...,i ij i j iu T c v T i m= − =  

 
Στο σηµείο αυτό έχουν υπολογιστεί όλες οι δυϊκές µεταβλητές των κόµβων του δέντρου και 
συνεπώς εύκολα από εδώ και πέρα υπολογίζονται τα µειωµένα κόστη  µε βάση τον 
γνωστό τύπο:  

( )ijs T
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( ) ( ) ( )ij ij i js T c u T v T= − −  

 
Στη συνέχεια µένει να υπολογίσουµε τις µεταβλητές απόφασης ijx  των βασικών τόξων του 
δέντρου. Για να γίνουν αυτοί οι υπολογισµοί θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε το - 
διάστατο διάνυσµα προσφοράς  και το - διάστατο διάνυσµα ζήτησης  που µας δίνονται 
ως δεδοµένα του προβλήµατος. Επειδή το δέντρο έχει τρία επίπεδα, 0,1 και 2 και όλοι οι 
κόµβοι γραµµές του δέντρου εκτός της ρίζας είναι φύλλα, θέτουµε:  

m
a n b

 
( ) ( ) , 1 , ( , )ijx T a i i i j T= ≠ ∈  

 
Για τα υπόλοιπα τόξα  θα έχουµε (1, )j 1 ( ) ( ) jx T b j= , αν j  είναι φύλλο του δέντρου, ενώ αν 
j  δεν είναι φύλλο θα έχουµε: 

1
( , ) , 1

( ) ( ) j i
i j T i

jx T b j x
∈ ≠

= − ∑  

 
Με αυτό τον τρόπο ικανοποιούνται οι περιορισµοί του προβλήµατος Μεταφοράς όπως αυτοί 
περιγράφηκαν στο εισαγωγικό κεφάλαιο. Σε αυτό το σηµείο προσδιορίσθηκε πλήρως το 
εφικτό δέντρο ξεκινήµατος Balinski.  
Παράδειγµα 3.1 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους 

5 49 28 20 47 43
19 62 32 61 0 13

2 63 14 46 28 53
1 50 41 26 59 0

C

− 
 
 =
 −
 
 

 

 
,τα διανύσµατα προσφοράς  και ζήτησης [ ]5 2 7 6a =  και [ ]2 3 7 2 1 5b =   
αντίστοιχα για ένα 4 6×  πρόβληµα Μεταφοράς. Να προσδιορισθεί το δέντρο ξεκινήµατος 
Balinski και να υπολογισθούν τα στοιχεία ( ),ij  ( , )x T i j T∈ , , 

 και .  
( ),  1,...,iu T i m=

( ),  1,...,jv T j n= ( ),  ( , )i j T∉ijs T
Λύση:  
Έστω  το δέντρο Balinski. Αρχικά θέτουµε T 1( ) 0u T =  και 1( ) ,  1,...,6j jv T c j= = . Έτσι οι 
τιµές των µεταβλητών που προκύπτουν σύµφωνα µε τον πίνακα των δεδοµένων θα είναι:  

1 1 2 3 4 5 6( ) 0,  ( ) 5,  ( ) 49,  ( ) 28,  ( ) 20,  ( ) 47,  ( ) 43u T v T v T v T v T v T v T= = − = = = = = . Συνεπώς, 
µέχρι τώρα το δέντρο που έχει σχηµατισθεί θα είναι το παρακάτω: 

1

1 2 3 4 5 6
 

Εικόνα 3.0 – Αρχικό στάδιο κατασκευής του δέντρου Balinski  

Για όλα τα τόξα  του παραπάνω δέντρου θα έχουµε ( , )i j ( ) ( ) ( ) 0ij ij i js T c u T v T= − − = . Για 
τον υπολογισµό των άλλων βασικών τόξων του δέντρου αφαιρούµε την τιµή της δυϊκής 
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µεταβλητής  από όλα τα στοιχεία της στήλης jv j  του πίνακα κόστους. Έτσι προκύπτει ο 
πίνακας  

0
41
26
6

:

i

7 8 2

46x 2
− −

46x

4

2

2
88
45
49

1 jx T )

 
0 0 0 0 0
24 13 4 47 30
3 14 14 19 10
6 1 13 12 43

D

 
 − − =
 − −
 − 

 

 
Συνεπώς τα νέα βασικά τόξα  του δέντρου Balinski θα είναι αυτά που 

ικανοποιούν τη σχέση  
( , ( ))i j i

 
{ }( ) ( ) ( ) min 1,...,   , 2,...,i

ij i j i jc v T D j n i− = = =  m
 

όπου  η  γραµµή του πίνακα . Με αυτόν τον τρόπο διαπιστώνουµε ότι τα νέα βασικά 
τόξα του δέντρου Balinski θα είναι τα τόξα (2,5), (3,5) και (4,6).Επίσης, οι δυϊκές 
µεταβλητές των υπολοίπων κόµβων γραµµών θα είναι 

iD D

2 47u = − ,  και 
.Συνεπώς τα διανύσµατα των δυϊκών µεταβλητών θα είναι  

3 19u = −

4u = −

[
43

]0 4 19 43− −u = −  και [ ]5 49 2 0 47 43v = − . Θέτουµε επίσης 25x 2= , 
 και , , ,35x = 7 6= 11x = 2 12x 3= 13 7x = , 14x =  σύµφωνα µε τα διανύσµατα προσφοράς 

και ζήτησης. Επίσης θέτουµε 15 35 25(5) 1 7x b x x 2 8= = − − = −  και στη συνέχεια 
. Εύκολα τώρα παράγουµε τον πίνακα των µειωµένων κοστών ο 

οποίος περιέχει και τις µεταβλητές απόφασης στα σκιασµένα κελιά. Το δέντρο Balinski και ο 
αντίστοιχος πίνακας φαίνονται στο παρακάτω σχήµα: 

16 (6)x b 5 6 1= − = − = −

1

1 2 3 5 6

 

2 3 4

2
3 7 -8 -1

2   7  6

2 3 7 -8 -1
71 60 51 2 17
22 33 5 7 29
49 44 56 55 6

Εικόνα 3.1 – Το δέντρο Balinski και ο αρχικός πίνακας του προβλήµατος. 

3.1.2 Περιγραφή του Αλγορίθµου 
Ο αλγόριθµος Παπαρρίζου ξεκινά µε το δέντρο Balinski. Έστω  το τρέχον δέντρο. 

Αν ισχύει  για κάθε βασικό τόξο  
T

( ) 0≥ (1, j  του δέντρου , ο αλγόριθµος σταµατάει T
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και είναι το βέλτιστο δέντρο. ∆ιαφορετικά προσδιορίζονται τα τόξα T (1, )j  τέτοια ώστε 
. Σχηµατίζουµε λοιπόν το σύνολο ως εξής: 1 0j <( )x T J

:   

D jT
T

) :

C T

(1, )f T∈

minT

F T

w>=0

...

 
{ }1 0jJ j j D x= ∈ ∧ <  

 
, όπου  το σύνολο των κόµβων ζήτησης του προβλήµατος. Έστω τώρα  το υπόδεντρο 
του  που κόβεται από τη ρίζα, όταν διαγράφεται το τόξο (1, )j T∈ . Συµβολίζουµε µε το 
δάσος που αποτελείται από δέντρα  τέτοια ώστε 

F

jT j J∈ . Το εισερχόµενο τόξο  
προσδιορίζεται από την παρακάτω σχέση: 

( , )g h

 
{ }min ( , ~ 0gh ijs s T i F j T Fδ = = ∈ ∈ ≥  

 
Το εισερχόµενο τόξο ως γνωστόν θα δηµιουργήσει ένα διακριτό κύκλο ( , ) . Ο 
κύκλος αυτός µπορεί να αποδειχθεί ότι θα περιέχει πάντα τη ρίζα και ένα τόξο της µορφής 

g h= ∪

 τέτοιο ώστε f J∈ . Υπολογίζουµε τα σύνολα C+ και C−  που περιέχουν τα τόξα 
εκείνα που ανήκουν στον κύκλο C  και έχουν ίδια και αντίθετη φορά µε το εισερχόµενο τόξο 
αντίστοιχα. Το εξερχόµενο τόξο  επιλέγεται σύµφωνα µε τη σχέση: (k, )
 

{ }{ }1min ( ), ( ) , ( , ) 0k f ijx x x T i j Cε −= = − ∈ ≥  

 
Στη συνέχεια, βλέπουµε µια γενική επανάληψη που εκτελεί ο αλγόριθµος. Παρατηρείστε τα 
σύνολα  . Οι αριθµοί δίπλα στα τόξα συµβολίζουν τις τιµές *, ~ ,F T ijx . 
 

h

g

1

1 2 3 4 y n

2 3 4

w
f   d c -a

-b

k 6

(-)

(-)

 (-)

(-)

(+)

(+)

(+)

(+)

T*
F

T~F

a,b,c,d,f,

 
Εικόνα 3.2 – Μια γενική επανάληψη του αλγορίθµου 

Ο κανόνας του Cunningham[Cun] εφαρµόζεται όπως ακριβώς και στο πρόβληµα 
Μεταφοράς χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο Simplex µε τη διαφορά ότι υπολογίζουµε τα 
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επιλέξιµα τόξα από το σύνολο . Συνεπώς το σύνολο των επιλέξιµων τόξων 
σε αυτήν την περίπτωση θα είναι το  

(1, )C C f−′ = ∪

 

{ }( , ) :  ( )ijC i j C x T ε′′ ′= ∈ =  

 
Το παραπάνω σύνολο περιέχει υποψήφια εξερχόµενα τόξα. Το εξερχόµενο τόξο  θα 
είναι το πρώτο επιλέξιµο τόξο που συναντάµε όταν διαγράφουµε τον κύκλο  
ξεκινώντας από τη ρίζα µε τη φορά του εισερχόµενου τόξου. 

( , )k
(g= ∪ , )C T h

Όπως και στον αλγόριθµο Simplex, συµβολίζουµε µε  το υπόδεντρο που κόβεται 
από τη ρίζα όταν διαγραφεί το τόξο 

*T
( , )k T∈ . Το νέο δέντρο  είναι το δέντρο 

. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται και ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν 
T ′

( , ) ~ ( , )T g h k∪ F =∅ , 
δηλαδή όταν δεν θα υπάρχουν τόξα (1, )j T∈  τέτοια ώστε 1 0j ( )x T < . 

Τα σύνολα  και  T  ανανεώνονται εύκολα και συγκεκριµένα αν το υπόδεντρο 
 κρεµαστεί µέσω του εισερχόµενου τόξου  από ένα υπόδεντρο του δάσους , 

θέτουµε   και  T F

F

( ,

~ F

*T∪

*T ( , )g h
~T F

F
)F F g h= ∪ ~ ( ) ~ T= , αλλιώς θέτουµε και 

. Επίσης, ανανεώνονται τα µειωµένα κόστη  των τόξων 

 των οποίων µόνο ένα άκρο u . Τέλος, η ανανέωση των µεταβλητών 

*~F F T=
( )s T

( )ij

~ (T F

)

~ ( ,T F g h= ∪) ) *T∪ ij

( ,i j *T∈ x T  γίνεται 
µε τον γνωστό τρόπο: 

 
 ( )   , ( , )

( )  ( )   , ( , )  

 ( )        , ( , )

ij

ij ij

ij

x T i j C

x T x T i j C

x T i j

ε

ε

C

+

−

 + ∀ ∈
′ = − ∀ ∈
 ∀ ∉

 

 
3.1.3 Βηµατική Περιγραφή του Αλγορίθµου 
 
ΒΗΜΑ 0:(Καθορισµός αρχικών µεταβλητών) 
Υπολόγισε το δέντρο Balinski T  µε τη µέθοδο που περιγράψαµε και καθόρισε το σύνολο 
F θέτοντας αν και µόνον αν i  τέτοιο ώστε  i F∈ jT∈ 1 0jx < . 
 
ΒΗΜΑ 1:(Έλεγχος βελτιστότητας) 
Αν , δηλαδή εάν δεν υπάρχει τόξο F =∅ (1, )j T∈  ώστε 1 ( ) 0jx T < , τότε το δέντρο  είναι T
βέλτιστο και ο αλγόριθµος τερµατίζει, αλλιώς πήγαινε στο βήµα 2.  
 
ΒΗΜΑ 2:(Επιλογή εισερχοµένου τόξου) 
Υπολόγισε το εισερχόµενο τόξο  ελέγχοντας τα µειωµένα κόστη των µη βασικών ( , )g h
τόξων µε βάση τον τύπο { }min ijs s ( ) : , ~gh T i F j Tδ = = ∈ ∈ F . 
 
ΒΗΜΑ 3:(Επιλογή εξερχόµενου τόξου) 
Υπολόγισε τα σύνολα τόξων C+ , C−  και καθόρισε τη µεταβλητή ε , θέτοντας 

{ }{ }1 ,min min ( ) : ( , )f ijx x T i jε = − C−∈ .Βρες το σύνολο C′′των επιλέξιµων τόξων, θέτοντας 

{ }( , ) (1, ) :   ( )ijC i j C f x T ε−′′ = ∈ ∪ = . Επέλεξε το εξερχόµενο τόξο  µε ( , ) (1, )k C f−∈ ∪

τον τροποποιηµένο κανόνα του Cunninghum, δηλαδή το εξερχόµενο τόξο θα είναι το πρώτο 
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επιλέξιµο τόξο  που συναντάµε κατά την διάσχιση του κύκλου , ( , ) (1, )r t C f−∈ ∪ C
ξεκινώντας από τη ρίζα του δέντρου.    

( )ijx T ε= −

C+∈

 , 1,...,q j n=

]2 1 5

C =

6

4

2
3 0 2

-1 -1

2
 6

5=

 
ΒΗΜΑ 4:(Ανανέωση των µεταβλητών) 
Θέσε ( )ijx T ′  για κάθε τόξο ( , )i j C−∈  και αντιστοίχως ( ) ( )ij ijx T x T ε′ = +  για 

κάθε τόξο .Υπολόγισε το δέντρο *  που είναι το δέντρο που αποκόβεται από τη ( , )i j T
ρίζα όταν αφαιρείται το εξερχόµενο τόξο. Αν *h T∈  θέσε 0q δ= − > , αλλιώς θέσε  

0q δ= < . Στη συνέχεια εάν ο κόµβος *b T∈  είναι κόµβος-γραµµή θέσε 
( ')bjs T ( )bjs T= −  αλλιώς θέσε ( ')ibs T ( )ibs T  , q i 1,...,m= + = . 

 
ΒΗΜΑ 5:(Ανανέωση του τρέχοντος δέντρου) 
Θέσε T  και πήγαινε στο βήµα 1. 'T=
 
Στη θα παρουσιάσουµε την ακριβή επίλυση ενός παραδείγµατος. 
Παράδειγµα 3.2 
∆ίνονται το διάνυσµα προσφοράς [ ]5 2 7 6a = , το διάνυσµα  ζήτησης 

[2 3 7b = , και ο πίνακας κόστους  
 

5 49 28 20 47 43
19 62 32 61 0 13

2 63 14 46 28 53
1 50 41 26 59 0

− 
 
 
 −
 
 

 

 
για ένα  πρόβληµα Μεταφοράς. Na λυθεί µε τον αλγόριθµο Παπαρρίζου και να 
χρησιµοποιηθεί το δέντρο Balinski ως εφικτό δέντρο ξεκινήµατος.  

4 6×

Λύση: 
Αρχικά, πρέπει να προσδιορίσουµε το δέντρο ξεκινήµατος Balinski(σχήµα 3.1).  
Επανάληψη 1 

1

1 2 3 4 5 6

2 3 4

2
3 7(-) 2

-8(+) -1

2   7(-)
 6

2 3 7 2 -8 -1
71 60 51 88 2 17
22 33 5 45 7 29
49 44 56 49 55 6

-5

1

1 2 3 4 5

23

 

 7

2 3 0 2 -1 -1
71 60 51 88 2 17
17 28 7 40 -5 24
49 44 56 49 55 6

(+)

Εικόνα 3.3 – Η πρώτη επανάληψη του αλγορίθµου 
• Είναι { } { }2,3, 4  , ~ 1, 2,3, 4F T F= = , { } 33min ( ) : , ~ijs T i F j T F sδ = ∈ ∈ = , 

συνεπώς   ( , ) (3,3)g h =



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

75 

• Τα σύνολα ,C C+ −

{
, φαίνονται στο σχήµα 3.3. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση 

}{ }1 , minmin ( ) : ( , )f ijx x T i j Cε −= − ∈

7

, προσδιορίζουµε το εξερχόµενο τόξο . 

Έτσι 

( , )k

ε = ) (3,5)=και . ( ,k
• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,ij ijx s  φαίνεται στο σχήµα 3.3 

 
Επανάληψη 2 

• Είναι { } { }2, 4  , ~ 1, 2,3, 4F T F= = , { } 42min ( ) : , ~ 60ijs T i F j T F sδ = ∈ ∈ = = , 
συνεπώς   ( , ) (4, 2)g h =

• Τα σύνολα ,C C+ −

{
, φαίνονται στο σχήµα 3.4. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση 

}{ }1 , minmin ( ) : ( , )f ijx x T i j Cε −= − ∈

1

, προσδιορίζουµε το εξερχόµενο τόξο . 

Έτσι 

( , )k

ε = ) (1,6)=και . ( ,k
• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,ij ijx s  φαίνεται στο σχήµα 3.4 
 

1

1 2 3 4 5 6

23 4

2
3(-) 0 2

-1 -1(+)

2
 6(-) 7

2 3 0 2 -1 -1
71 60 51 88 2 17
17 28 7 40 -5 24
49 44 56 49 55 6

(+)

1

1 2 3 4 5

23

2
2 0 2

-1

2 7

2 2 0 2 -1 44
71 60 51 88 2 61
17 28 7 40 -5 68
5 1 12 5 11 5

4

6

 5

  1

-44

+44
Εικόνα 3.4 – Η δεύτερη επανάληψη του αλγορίθµου 

Επανάληψη 3 
• Είναι { } { }2  , ~ 1, 2,3, 4,6F T F= = , { } 23min ( ) : , ~ 51ijs T i F j T F sδ = ∈ ∈ = = , 

συνεπώς  . ( , ) (2,3)g h =
• Τα σύνολα ,C C+ −

{
, φαίνονται στο σχήµα 3.5. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση 

}{ }1 , minmin ( ) : ( , )f ijx x T i j Cε −= − ∈

0

, προσδιορίζουµε το εξερχόµενο τόξο . 

Έτσι 

( , )k

ε = ) (1,3)= και ( , . k
• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,ij ijx s  φαίνεται στο σχήµα 3.5. 

Παρατηρείστε ότι επειδή 0ε = , οι µεταβλητές απόφασης του δέντρου παραµένουν 
αµετάβλητες. Μια επανάληψη αυτού του είδους ονοµάζεται εκφυλισµένη(degenerate).  
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1

1 2 3 4 5

23

2
2 0(-) 2

-1(+)

 2(-) 7

2 2 0 2 -1 44
71 60 51 88 2 61
17 28 7 40 -5 68
5 1 12 5 11 5

4

6

 5

  1
(+)

1

1 2

3

4 5

2

3

2
2

2
-1

 2

   7

2 2 -51 2 -1 44
71 60 0 88 2 61
68 79 7 91 46 119
5 1 -39 5 11 5

4

6

 5

  1

 0

 -51

+51

Εικόνα 3.5 - Η τρίτη επανάληψη του αλγορίθµου 
Επανάληψη 4 

• Είναι { } { }2,3  , ~ 1, 2, 4,6F T F= = , { } 22min ( ) : , ~ 60ijs T i F j T F sδ = ∈ ∈ = = , 
συνεπώς  . ( , ) (2, 2)g h =

• Υπολογίζονται τα σύνολα ,C C+ − . Συνεπώς θα έχουµε { }(2, 2), (1,5)C+ = , 

{ }(1, 2), (2,5)C− = .Έχοντας προσδιορίσει τα σύνολα των τόξων, χρησιµοποιούµε 

τώρα τη γνωστή σχέση { }{ }1 ,min min ( ) : ( , )f ijx x T= −

( , ) 1

i j C−∈ε

k

 για να 

προσδιορίζουµε το εξερχόµενο τόξο . Έτσι ε = και ( , )k (1,5)= . 
• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,ij ijx s  φαίνεται στο σχήµα 3.6. 

Ανανεώνονται µόνο οι τιµές µειωµένων κοστών των τόξων που έχουν έναν µόνο 
κόµβο στο δέντρο T . Συγκεκριµένα, προσθέτουµε +60 στις γραµµές 3, 5 του πίνακα 

 ενώ προσθέτουµε -60 στις γραµµές 2, 3 του πίνακα . Η ανανέωση αυτή γίνεται 
µε τη µέθοδο που αναφέρθηκε στο βήµα 4 της περιγραφής του αλγορίθµου. 
Μπορούµε όµως εύκολα να καταλάβουµε που πρέπει να προσθέσουµε και αντίστοιχα 
να αφαιρέσουµε 

*

ijs ijs

δ , αν λάβουµε υπ’ όψιν το γεγονός ότι το µειωµένο κόστος του 
εισερχόµενου τόξου ( , )  πρέπει να µηδενιστεί µετά το πέρας της επανάληψης, 
αφού το µειωµένο κόστος κάθε βασικού τόξου είναι πάντα ίσο µε το µηδέν. Συνεπώς 
θα πρέπει να αφαιρέσουµε 

g h

δ  από τη δεύτερη γραµµή του πίνακα, επειδή το 
εισερχόµενο τόξο είναι το τόξο , πράγµα που σηµαίνει ότι θα πρέπει να 
προσθέσουµε την ποσότητα 

(2, 2)
δ από τις στήλες του πίνακα .   ijs
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1

1 2

3

4 5

2

3

2 2(-)
2

-1(+)

   2(-)

   7

2 2 -51 2 -1 44
71 60 0 88 2 61
68 79 7 91 46 119
5 1 -39 5 11 5

4

6

 5

  1

 0

 (+)

1

1 2 4

3

2 1
2

   7

2 1 9 2 60 44
11 1 0 28 1 1
8 19 7 31 46 59
5 1 21 5 71 5

4

6

 5

 1

2

   1

3 5

   1 0

-60

-60

+60  +60
Εικόνα 3.6 – Η τέταρτη επανάληψη του αλγορίθµου  

1

1 2 4

3

2
1 2

   7

4

6

 5

 1

2

    1

3 5

   1 0

 
Εικόνα 3.7 – Το τελικό βέλτιστο δέντρο. 

 
Επειδή στο τελευταίο δέντρο που παράχθηκε, παρατηρούµε ότι 1 0 ( , )jx i j T≥ ∀ ∈ , 
συµπεραίνουµε ότι F =∅ . Άρα ο αλγόριθµος τερµατίζει και το δέντρο που παράχθηκε είναι 
βέλτιστο. 
 
3.1.4 Προγραµµατισµός του Αλγορίθµου 

Για τον προγραµµατισµό του αλγορίθµου καθώς και των αλγορίθµων που θα 
περιγραφούν στη συνέχεια χρησιµοποιήθηκαν παρόµοιες τεχνικές προγραµµατισµού µε 
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αυτές που χρησιµοποιήθηκαν και στον αλγόριθµο Simplex. Συνεπώς, δε χρειάζεται να 
αναλύσουµε ξανά τις δοµές δεδοµένων που χρησιµοποιήθηκαν. Ο ψευδοκώδικας του 
αλγορίθµου σε µορφή κλήσεως συναρτήσεων φαίνεται παρακάτω:     

 
Αλγόριθµος T2 
Ο παρακάτω αλγόριθµος λύνει το ισοζυγισµένο πρόβληµα µεταφοράς , χρησιµοποιώντας το δενδρικό αλγόριθµο 
Παπαρρίζου  µε ξεκίνηµα το δέντρο Balinski. 
Είσοδος: Το διάνυσµα προσφοράς A(mx1),το διάνυσµα ζήτησης B(nx1) και ο πίνακας κόστους C(mxn). 
Έξοδος : Η λύση του προβλήµατος Μεταφοράς X(mxn). 
 

1. [X,S]=BalinskiTree(A,B,C,m,n); 
2. p=InitializeNodeFather(X,m,n); 
3. t=InitializeNodeDirection(m,n); 
4. d=InitializeNodeDepth(p,m,n); 
5. xv=Vectorx(p,t,X,m,n); 
6. lgorithm=0; stopa
7. while stopalgorithm~=1 
8.   [F,Fbar]=ForestsF(xv,p,m,n); 
9.   [min,g,h,goon]=EnteringArc(S,F,Fbar,m,n); 
10.   [e,k,l,Cplus,Cminus]=LeavingArc(g,h,p,m,n,d,t,xv,goon); 
11. [e1,e2,f1,z,Tcut]=Steam(p,g,h,k,l,d,m,n);   
12.   [S,X]=UpdateVariables(min,e,g,h,k,l,Tcut,Cminus,Cplus,m,n,t,p,S,X); 
13.   d=UpdateNodeDepth(p,m,n,Tcut,z,d,e1,e2,f1); 
14.   p=UpdateNodeFather(p,z,e2,f1); 
15.   xv=Vectorx(p,t,X,m,n); 
16.   fw=find(X(1,:)>=0); 
17.     if length(fw)==n 
18.       stopalgorithm=1; 
19.     end  
20. end 

Αλγόριθµος 3.1.1 – Ο κώδικας υλοποίησης του δενδρικού αλγόριθµου Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δέντρο Balinski   

Παραπάνω βλέπουµε όλες τις συναρτήσεις που χρησιµοποιήσαµε για τον προγραµµατισµό 
του αλγορίθµου. Υλοποιώντας αυτές τις συναρτήσεις σωστά σε οποιαδήποτε γλώσσα 
προγραµµατισµού, µπορεί εύκολα κάποιος να προγραµµατίσει τον αλγόριθµο µε ανάλογο 
τρόπο. Στον παραπάνω κώδικα, µπορούµε να δούµε στις τελευταίες γραµµές(γραµµές 16-20) 
τον τρόπο που  επιτυγχάνεται ο έλεγχος τερµατισµού. Στο τέλος λοιπόν κάθε επανάληψης 
ελέγχονται οι τιµές των µεταβλητών απόφασης των τόξων (1, )j T∈ . Αν είναι όλες θετικές, 
τότε το σύνολο  είναι το κενό σύνολο, τίθεται µια µεταβλητή τύπου flag ίση µε τη µονάδα 
(stopalgorithm=1) και ο αλγόριθµος σταµατάει, έχοντας προσδιορίσει το βέλτιστο δέντρο. 
Σε διαφορετική περίπτωση, δηλαδή αν υπάρχει τουλάχιστον ένα τόξο  τέτοιο ώστε 

, τότε ο αλγόριθµος συνεχίζει την εκτέλεσή του θέτοντας τη σηµαία  stopalgorithm 
ίση µε το µηδέν. Βέβαια εδώ πρέπει να πούµε ότι ο τρόπος προγραµµατισµού που 
χρησιµοποιήσαµε δεν είναι ο µοναδικός. Ο αλγόριθµος µπορεί να προγραµµατιστεί και µε 
άλλες τεχνικές. Εµείς προγραµµατίσαµε µε στόχο την επίτευξη καλών υπολογιστικών 
επιδόσεων. Έτσι χρησιµοποιήσαµε συναρτήσεις που δεν ανανεώνουν εξαρχής ορισµένες 
δοµές, όπως το βάθος των κόµβων και το διάνυσµα πατέρα-κόµβου, άλλα βασίζονται σε 
µερικά θεωρητικά αποτελέσµατα που παρουσιάσθηκαν στον αλγόριθµο Simplex. Στη 
συνέχεια, ακολουθεί η ανάλυση των σηµαντικότερων κατά την άποψη µας συναρτήσεων.  

F

(1, )j T∈

1 0jx <

 
• [ X , S ] = BalinskiTree( A , B , C , m ,n ) 

 
Αλγόριθµος BalinskiTree 
Ο αλγόριθµος που προσδιορίζει του εφικτό δέντρο ξεκινήµατος Balinski. 
Είσοδος: Το διάνυσµα προσφοράς A(mx1), το διάνυσµα ζήτησης B(nx1) και ο πίνακας κόστους C(mxn). 
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Έξοδος : Το εφικτό δέντρο X(mxn)  και ο αντίστοιχος πίνακας µειωµένων κοστών S(mxn)   .   
 

1. function [X,S]=BalinskiTree(A,B,C) 
2. m=length(A); 
3. n=length(B); 
4. U(1)=0; 
5. for j=1:n 
6. j)=C(1,j);   V(
7. end 
8. X=inf; 
9. for i=2:m 
10.   min=inf; 
11.   for j=1:n 
12.     X(1,j)=0; 
13.     if C(i,j)-V(j)<min 
14.       min= C(i,j)-V(j); 
15.       j1=j; 
16.     end 
17.     U(i)=min; 
18.   end 
19.   X(i,j1)=0; 
20. end 
21. for i=1:m 
22.   for j=1:n 
23.     S(i,j)=C(i,j)-U(i)-V(j); 
24.   end 
25. end 
26. for i=1:m 
27.   for j=1:n  
28.     if X(i,j)~=0 
29.       X(i,j)=inf; 
30.     end 
31.   end 
32. end 
33. for j=1:n 
34.   f=0; 
35.   Sum=0; 
36.   for i=2:m 
37.     if X(i,j)~=inf 
38.       f=f+1; 
39.       if f==0 
40.         X(1,j)=B(j); 
41.       else 
42.         X(i,j)=A(i); 
43.         Sum=Sum+A(i); 
44.       end 
45.     end 
46.   end 
47. 1,j)=B(j)-Sum;   X(
48. end 

Αλγόριθµος 3.1.2 – Ο αλγόριθµος υπολογισµού του δέντρου ξεκινήµατος Balinski. 

Αν παρατηρήσουµε προσεχτικά τον παραπάνω κώδικα, θα παρατηρήσουµε ότι αρχικά 
υπολογίζονται οι δυϊκές µεταβλητές ( ), 1,...,jv T j n=  που αντιστοιχούν στους κόµβους – 
στήλες του δέντρου και στη συνέχεια υπολογίζονται αντίστοιχα οι δυϊκές µεταβλητές 

 που αντιστοιχούν στους κόµβους γραµµές του δέντρου(γραµµές 4-18). Οι 
µεταβλητές , υπολογίζονται µε βάση τον τύπο που είδαµε στην περιγραφή του 
δέντρου Balinski:  

( ), 1..iu T i m=

i ( ), 1..u T i m=

 
{ }( ) min ( ) : 1,...,   , 2,...,i ij ju T c v T j n i m= − = =  
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Στη συνέχεια υπολογίζονται τα µειωµένα κόστη  και τέλος υπολογίζονται οι µεταβλητές 
απόφασης του δέντρου(γραµµές 36 - 47). 

ijs

 
 

• [ F , Fbar ] =ForestsF( xv , p , m , n ) 
 
Αλγόριθµος ForestsF 
 Ο αλγόριθµος που υπολογίζει τα δέντρα F και Τ~F.   
Είσοδος: xv(m+n) , p(m+n) , οι διαστάσεις του προβλήµατος m , n  
Έξοδος : Τα διανύσµατα των κόµβων των δύο δέντρων F( ) , Fbar( ) 

 
1. function [F,Fbar]=ForestsF(xv,p,m,n) 
2. y1=0; 
3. y2=0; 
4. s1=0; 
5. s2=0; 
6. for j=1:m+n 
7.   F(j)=0; 
8.   F1(j)=0; 
9.   Fbar(j)=0; 
10.   F2(j)=0; 
11. end 
12. ; s=1
13. for j=m+1:m+n 
14.   if (p(j)==1)&(xv(j)<0) 
15.     F1=Preorder(j,p,m,n); 
16.     y1=length(F1)+1; 
17.     F1(y1:m+n)=0; 
18.     for i=s1+1:y1+s1+1 
19.       F(i)=F1(i-s1); 
20.     end 
21.     s1=s1+y1-1; 
22. end   
23. end 
24. for j=m+1:m+n 
25.   if (p(j)==1)&(xv(j)>=0) 
26.     F2=Preorder(j,p,m,n); 
27.     y2=length(F2)+1; 
28.     F2(y2:m+n)=0; 
29.     for i=s2+1:y2+s2+1 
30.       Fbar(i)=F2(i-s2); 
31.     end 
32.     s2=s2+y2-1; 
33. end   
34. end 

Αλγόριθµος 3.1.3 – Ο αλγόριθµος υπολογισµού των δέντρων F, T~F. 

O παραπάνω αλγόριθµος υπολογίζει τα δέντρα  και , τα οποία χρησιµεύουν όπως 
είδαµε στον υπολογισµό του εισερχόµενου τόξου καθώς και στον καθορισµό του 
τερµατισµού του αλγορίθµου. Η ιδέα πάνω στην οποία βασίζεται ο αλγόριθµος είναι η 
παρακάτω: Αρχικά, ελέγχει και βρίσκει τα τόξα εκείνα  τέτοια ώστε  και εκτελεί 
µια preorder διάσχιση του δέντρου  , όπου  είναι το δέντρο που έχει ρίζα τον κόµβο 
στήλη . Στη συνέχεια αποθηκεύει όλους τους κόµβους που προκύπτουν από τις διασχίσεις 
αυτών των υποδέντρων σε ένα διάνυσµα  F, το οποίο είναι το διάνυσµα που αποθηκεύει τους 
κόµβους του συνόλου . 

F

jT

~T F

(1, )j 1 0jx <

jT
j

F
Για τον υπολογισµό του συνόλου , θα µπορούσαµε να ελέγχουµε τους κόµβους 

του δέντρου και αναλόγως αν αυτοί ανήκουν στο ήδη υπολογισµένο σύνολο , να 
τοποθετούνται ή όχι στο σύνολο . Ακολουθούµε όµως µια διαδικασία παρόµοια µε 

~T F

F
F

~T
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την προηγούµενη, δηλαδή διασχίζουµε τα δέντρα  µε  έτσι ώστε να αποφύγουµε το 
πέρασµα όλων των κόµβων, χρησιµοποιώντας έτσι την αποδοτική αναδροµική διαδικασία 
Preorder(), όπως αυτή περιγράφηκε και στον αλγόριθµο Simplex. Οι κόµβοι του συνόλου 

 αποθηκεύονται στο διάνυσµα  Fbar.      

jT 1 0jx ≥

~T F

( ) ( , ( )),xv i X i p i

 
• [ e, k, l, Cplus, Cminus ] = LeavingArc(g, h, p, m, n, d, t, xv, goon) 

 
Αλγόριθµος LeavingArc 
Ο αλγόριθµος που υπολογίζει το εξερχόµενο τόξο µε βάση τον κανόνα του Cunningham .   
Είσοδος: g ,h, p(m+n), m , n, d(m+n), t(m+n), xv(m+n)1, goon2    
Έξοδος : Η µεταβλητή  εξερχόµενου τόξου e, τα άκρα του εξερχόµενου τόξου k, l ,  τα σύνολα  Cplus, Cminus 
 

1. function [e,k,l,Cplus,Cminus]=LeavingArc(g,h,p,m,n,d,t,xv,goon) 
2. g1=g; 
3. h1=h; 
4. nt=1; joi
5. for i=1:m+n 
6.   Cplus(i)=0; 
7. inus(i)=0;   Cm
8. end 
9. s=g1; 
10. i=1; 
11.  if (goon==1) 
12.   Cirg(1)=g1; 
13.   while (s~=1) 
14.     i=i+1; 
15.     s=p(s); 
16.     Cirg(i)=s; 
17.   end 
18.   counter=i; 
19.   s=h1+m; 
20.   j=1; 
21.   Cirh(1)=h1+m; 
22.   while (s~=1) 
23.     j=j+1; 
24.     s=p(s); 
25.     Cirh(j)=s; 
26.   end 
27.   joint=1; 
28.   gm=0; 
29.   hp=0; 
30.   for q=1:i-1 
31.     Circ(q)=Cirg(q); 
32.     if t(Cirg(q))~=0 
33.       gm=gm+1; 
34.       Cminus(gm)=Cirg(q); 
35.     else 
36.       hp=hp+1; 
37.       Cplus(hp)=Cirg(q); 
38.    end 
39.   end 
40.   for q=1:j-1 
41.     Circ(i-1+q)=Cirh(q);    
42.     if t(Cirh(q))~=0 
43.       hp=hp+1; 
44.       Cplus(hp)=Cirh(q); 
45.     else 

                                                 
1 Το διάνυσµα xv είναι ένα διάνυσµα που ορίζεται ως εξής  1,..., ,  i m n i root= = + ≠  
2 Η µεταβλητή goon καθορίζει το αν θα συνεχιστεί η εκτέλεση του αλγορίθµου ή όχι.(Επιστρέφεται ως έξοδος 
από τη συνάρτηση EnteringArc). Είναι πάντα 1 εκτός από την περίπτωση που το πρόβληµα είναι εξ’ αρχής 
βέλτιστο. 
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46.       gm=gm+1; 
47.       Cminus(gm)=Cirh(q); 
48.     end 
49.   end 
50.   Circ(i-2+j+1)=joint; 
51.   epos=inf; 
52.   for i=1:gm 
53.     if xv(Cminus(i))<epos 
54.       epos=xv(Cminus(i)); 
55.     end 
56.   end 
57.   done=0; 
58.   q=0; 
59.   for i=1:hp  
60.     if xv(Cplus(i))<0 
61.       q=q+1; 
62.       enegarc(q)=abs(xv(Cplus(i))); 
63.       oppositearc(q)=Cplus(i); 
64.       done=1; 
65.   end   
66.   end 
67.   for i=1:q 
68.     for j=1:counter 
69.       if oppositearc(q)==Cirg(j) 
70.         opposite=oppositearc(q); 
71.         eneg=enegarc(q); 
72.       end 
73.     end 
74.   end 
75.   if epos<=eneg 
76.     e=epos; 
77.   else                                    
78.     e=eneg; 
79.   end 
80.   x=0; 
81.   for i=1:gm 
82.     if xv(Cminus(i))==e 
83.       x=x+1; 
84.       admis(x)=Cminus(i); 
85. end     
86.   end 
87.   if (done==1)&(abs(xv(opposite))==e) 
88.     k=1; 
89.     l=opposite-m; 
90.   else 
91.     node=g; 
92.     stop=0; 
93.     while node~=joint 
94.       for count=1:x 
95.         if node==admis(count) 
96.           wanted=count; 
97.           stop=1; 
98.         end 
99.       end 
100. e=p(node); nod
101.  end 
102. if stop==0 
103. node=h+m; 
104. le stop==0 whi
105. for ount=1:x  c
106. if node==admis(count) 
107.   wanted=count; 
108.          stop=1; 
 
109. end 
110. end 
111. node=p(node); 
112.  end 
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113. end 
114. if admis(wanted)>m 
115. k=p(admis(wanted)); 
116. dmis(wanted)-m; l=a
117. else 
118. l=p(admis(wanted))-m; 
119. k=admis(wanted); 
120. end 
121. end 
122. end 

 
Αλγόριθµος 3.1.4 – Ο αλγόριθµος υπολογισµού του εξερχόµενου τόξου µε βάση τον κανόνα του Cunningham. 

Στον παραπάνω κώδικα γίνεται ο υπολογισµός του εξερχόµενου τόξου  και των 
συνόλων των τόξων , . Επίσης, ελέγχεται αν ο κύκλος  περιέχει 
περισσότερα από ένα επιτρεπτά τόξα (admissible arcs) και στη συνέχεια εφαρµόζεται ο 
κανόνας του Cunningham για τον καθορισµό του εξερχόµενου τόξου. 

( , )k
(1, )fC C+ −

−

C C−= ∪

Συγκεκριµένα, στις γραµµές 12-17 του κώδικα υπολογίζονται οι κόµβοι που ανήκουν 
στο δρόµο από τον κόµβο  προς τη ρίζα του δέντρου. Στη συνέχεια(γραµµές 21-26), 
υπολογίζονται οι κόµβοι που ανήκουν στο δρόµο από τον κόµβο  στη ρίζα του δέντρου. Οι 
κόµβοι αυτοί αποθηκεύονται στα διανύσµατα  Cirg και  Cirh αντίστοιχα. Στις επόµενες 
γραµµές του κώδικά υπολογίζονται µε βάση τα προηγούµενα διανύσµατα ο κύκλος  και τα 
σύνολα  τα οποία αποθηκεύονται στα διανύσµατα Cplus και Cminus ως εξής: Αν 
Cplus[i]== k τότε στο σύνολο 

g
h

C
,C C+

C+  περιέχεται ή το τόξο  ή το τόξο( ( ))k,k p ( ( ), )p k k  
ανάλογα µε την τιµή του διανύσµατος  στη συγκεκριµένη θέση, όπου  το διάνυσµα που 
ορίζεται ως εξής: 

t t

 
 0 ,  ( ( ), )

( )
1 ,  ( , ( ))   

p i i T
t i

i p i T
∈

=  ∈
 

 
Αφού προσδιορισθεί το , ο αλγόριθµος ψάχνει να βρει τα τόξα εκείνα των οποίων η 
µεταβλητή απόφασης είναι η ελάχιστη των µεταβλητών απόφασης των τόξων που ανήκουν 
στο σύνολο . Τα τόξα αυτά είναι τα επιλέξιµα τόξα και αποθηκεύονται στο διάνυσµα 
admis. Επίσης, ελέγχεται αν είναι επιλέξιµο και το τόξο 

C−

C−

(1, )f , δηλαδή αν ισχύει: 
  

{ }1 min ( ) : ( , )f ijx x T i j C−= ∈  
 

Αν ισχύει η παραπάνω σχέση, τότε επιλέξιµο γίνεται και το τόξο (1, )f , δηλαδή το τόξο που 
ανήκει στον κύκλο  και έχει αρνητική µεταβλητή απόφασης. Στη συνέχεια, διαγράφουµε 
τον κύκλο κατά τη φορά του εισερχόµενου τόξου (93-113) και υπολογίζεται τελικά το 
εξερχόµενο τόξο που αποθηκεύεται στη µεταβλητή wanted. Συνεπώς, το εξερχόµενο τόξο θα 
είναι ανάλογα ή το τόξο (wanted,p(wanted))ή το τόξο (p(wanted),wanted) ανάλογα µε 
το αν ο κόµβος admis(wanted) είναι κόµβος γραµµή ή κόµβος στήλη. Αυτό φαίνεται 
αναλυτικά στις γραµµές του κώδικα 114-120. Αυτή η συνάρτηση είναι µια συνάρτηση η 
οποία χρησιµοποιήθηκε µε µερικές µετατροπές και στην εφαρµογή του αλγορίθµου Simplex 
στο πρόβληµα Μεταφοράς. 

C

Οι άλλες συναρτήσεις που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος είναι παρόµοιες µε αυτές που 
χρησιµοποιήθηκαν από τον αλγόριθµο Simplex για το πρόβληµα Μεταφοράς και συνεπώς 
δεν θα αναλυθούν. 
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3.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ  ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΗΣΗΣ 
Στη συνέχεια θα περιγράψουµε πως µπορεί ο δενδρικός αλγόριθµος Παπαρρίζου µε 

ξεκίνηµα το δέντρο Balinski να εφαρµοστεί για τη επίλυση του προβλήµατος Αντιστοίχησης 
[P1]. Θα παραθέσουµε την περιγραφή του αλγορίθµου , τη βηµατική του εκτέλεση σε µορφή 
ψευδοκώδικα καθώς και λεπτοµέρειες για έναν αποτελεσµατικό τρόπο προγραµµατισµού 
του αλγορίθµου. 
 
3.2.1 Περιγραφή του δέντρου Balinski για το πρόβληµα Αντιστοίχησης  

Όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή , το πρόβληµα Αντιστοίχησης είναι µια ειδική 
περίπτωση του προβλήµατος Μεταφοράς από το οποίο και προκύπτει θέτοντας  και 

.
m n=

1,   1..i ia b i n= = = 3 Ο δενδρικός αλγόριθµος Παπαρρίζου για το πρόβληµα Αντιστοίχησης   
µε ξεκίνηµα το δέντρο Balinski αποτελεί στην ουσία εξειδίκευση του αντίστοιχου 
αλγορίθµου για το πρόβληµα Μεταφοράς. Στη συνέχεια θα περιγραφεί το δέντρο Balinski µε 
τρόπο εξειδικευµένο για το πρόβληµα Αντιστοίχησης. 

Ο τρόπος υπολογισµού του δέντρου Balinski είναι ακριβώς ο ίδιος µε αυτόν στο 
πρόβληµα Μεταφοράς. Η µόνη διαφορά έγκειται στον τρόπο υπολογισµού του συνόλου . 
Όπως είχαµε δει στο πρόβληµα Μεταφοράς, το σύνολο  περιείχε τους κόµβους των 
υποδέντρων T , ώστε  . Αυτό φαίνεται αναλυτικά στο παρακάτω σχήµα: 

F
F

j 1 0jx <

j

k

x1j

ak

d

ad

an....

bj

1

 
Εικόνα 3.8 – Προσδιορισµός του x1j στο πρόβληµα Μεταφοράς. 

Στο παραπάνω σχήµα είναι  αν και µόνον αν 1 0jx <
( , )

j
i j T

b
∈

< ijx∑ . ∆ηλαδή η τιµή 1 jx  είναι 

µικρότερη του µηδενός µόνο όταν το άθροισµα όλων των ροών που φτάνουν στον κόµβο j  
είναι µεγαλύτερο από τη ζήτηση του συγκεκριµένου κόµβου. Αυτή η παρατήρηση σε 
συνδυασµό µε το γεγονός ότι στο πρόβληµα Αντιστοίχησης ισχύει  
εύκολα µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι τα δέντρα  στο πρόβληµα Αντιστοίχησης θα 
ανήκουν στο σύνολο (δηλαδή το

1,  ,...,i ia b= =  1i = n

jT
F j  θα είναι τέτοιο ώστε 1 0jx < ) αν και µόνον αν ο βαθµός 

του κόµβου j  είναι µεγαλύτερος του 3. Σε αυτήν την περίπτωση, θα έχουµε  τόξα της 
µορφής  και το µοναδικό προς τα κάτω τόξο

2k ≥
( ,  1s j s ≠), (1, )j . Έτσι, για  ο βαθµός του 

κόµβου 
2k ≥

j  θα είναι µεγαλύτερος του 3( ). Συνεπώς, είµαστε τώρα σε θέση να 
ορίσουµε το σύνολο  και συνεπώς θα έχουµε:        

( ) 3d j ≥
F

 
{ }: ( ) 3jF T d j= ≥  

                                                 
3 ∆ηλαδή, η µήτρα συντελεστών ενός προβλήµατος Αντιστοίχησης είναι τετραγωνική   
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Οι δυϊκές µεταβλητές προσδιορίζονται ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο όπως και στο πρόβληµα  
Μεταφοράς. Στη συνέχεια θα λύσουµε ένα παράδειγµα.  
 
Παράδειγµα 3.3 
 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους  
 

3 3 19 10 27
0 1 42 46 77
70 32 43 71 90
34 1 0 0 8
1 7 34 65 7

C

− − 
 − 
 =
 
 
 − 

 

 
για ένα 5  πρόβληµα Αντιστοίχησης. Να προσδιορισθεί το δέντρο ξεκινήµατος Balinski 
και να υπολογισθούν τα στοιχεία 

5×
( ),  ( , )ijx T i j T∈ , ( ),  1..iu T i n= ,  και 

.  
( ),  1,...,jv T j n=

( ),ijs T T ( , )i j ∉
Λύση  
Έστω  το δέντρο Balinski. Αρχικά θέτουµε T 1( ) 0u T =  και 1( ) ,  1,...,5j jv T c j= =

5 27= −

. Έτσι οι 
τιµές των µεταβλητών που προκύπτουν σύµφωνα µε τον πίνακα των δεδοµένων θα είναι: 

. Συνεπώς, µέχρι τώρα 
το δέντρο που έχει σχηµατισθεί θα είναι το παρακάτω: 

1 1 2 3( ) 0,  ( ) 3,  ( ) 3,  ( ) 19, ( )u T v T v T v T v T= = = − = 4 ( ) 10,  T v=

1

1 2 3 4 5
 

Εικόνα 3.9 – Αρχικό στάδιο κατασκευής του δέντρου Balinski  

Για όλα τα τόξα  του παραπάνω δέντρου θα έχουµε ( , )i j ( ) ( ) ( ) 0ij ij i js T c u T v T= − − = . Για 
τον υπολογισµό των άλλων βασικών τόξων του δέντρου αφαιρούµε την τιµή της δυϊκής 
µεταβλητής  από όλα τα στοιχεία της στήλης jv j  του πίνακα κόστους. Έτσι προκύπτει ο 
πίνακας  
 

0 0 0 0 0
3 2 23 36 104

67 35 24 61 117
31 4 19 10 35
2 10 15 55 20

D

 
 − 
 =
 − − 
 − 

  

Συνεπώς τα νέα βασικά τόξα (  του δέντρου Balinski θα είναι αυτά που ικανοποιούν τη 
σχέση  

, ( ))i j i

 
{ }( ) ( ) ( ) min : 1,...,   , 2,...,i

ij i j i jc v T D j n i− = = = m  
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, όπου  η  γραµµή του πίνακα . Με αυτόν τον τρόπο διαπιστώνουµε ότι τα νέα βασικά 
τόξα του δέντρου Balinski θα είναι τα τόξα (3,3), (4,3), (2,1) και (5,1). Επίσης, οι δυϊκές 
µεταβλητές των υπολοίπων κόµβων γραµµών θα είναι 

iD i D

2 3u = − , ,  και 
. Συνεπώς τα διανύσµατα των δυϊκών µεταβλητών θα είναι  

3 24u = 4 19u = −

5u = −

[
2

]0u 3= − 24 19 2− −  και [ ]3 3 19v = −

11 13x x
10 27−

1
. Θέτουµε επίσης 

. Στη συνέχεια θέτουµε 33x x43= = 21 51 1x x= = = = −  αφού  και 
. Εύκολα τώρα παράγουµε τον πίνακα των µειωµένων κοστών ο οποίος 

περιέχει και τις µεταβλητές απόφασης στα σκιασµένα κελιά. Το δέντρο Balinski και ο 
αντίστοιχος πίνακας φαίνονται στο παρακάτω σχήµα: 

(1)d d (3) 3 3= = ≥

12 14x x x= = 1 1=5

-1 1 -1 1 1
1 5 26 39 107

43 11 1 37 93
50 23 1 9 54
1 12 17 57 22

1

1 2 3 4 5

-1 1 1 1 -1

2 5

 1 1

3 4

 1  1

 
Εικόνα 3.10 – Το δέντρο Balinski και ο αρχικός πίνακας του προβλήµατος. 

Το σύνολο  θα αποτελείται από τα δέντρα T , αφού  F 1 3,T (1) (3) 3d d= = . 
 
3.2.2 Περιγραφή του Αλγορίθµου  

Ο δενδρικός αλγόριθµος Παπαρρίζου για το πρόβληµα Αντιστοίχησης ξεκινά µε το 
δέντρο Balinski. Είναι στην ουσία ο ίδιος αλγόριθµος µε αυτόν που χρησιµοποιείται στο 
πρόβληµα Μεταφοράς µε τη διαφορά ότι γίνονται ορισµένες εξειδικεύσεις για την επίτευξη 
καλύτερων υπολογιστικών αποδόσεων. Έστω  λοιπόν το τρέχον δέντρο του αλγορίθµου. 
Αν ισχύει  για κάθε βασικό τόξο   του δέντρου , ο αλγόριθµος σταµατάει 
και είναι το βέλτιστο δέντρο. ∆ιαφορετικά προσδιορίζονται τα τόξα 

T
, j1 ( ) 0jx T ≥ (1 ) T

T (1, )j  τέτοια ώστε 
. Σχηµατίζουµε λοιπόν το σύνολο ως εξής: 1 j <( )x T 0 J

 
{ }:   ( ) 3J j j D d j= ∈ ∧ ≥  

 
, όπου  το σύνολο των κόµβων ζήτησης του προβλήµατος. Έστω τώρα  το υπόδεντρο 
του T  που κόβεται από τη ρίζα, όταν διαγράφεται το τόξο 

D jT
(1, )j T∈ . Συµβολίζουµε µε  το F
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δάσος που αποτελείται από δέντρα  τέτοια ώστε jT j J∈ . Το εισερχόµενο τόξο  
προσδιορίζεται από την παρακάτω σχέση: 

( , )g h

{ns s ~F j T∈

F

( )T

( , )k
f F∈

]g
( )d h

1 d= ∧
( )d h( ,

( ) 3≥

g h

{ }~j T∈ijs s

( ))p h ( )d h =

)

 
}mi ( ) : , 0gh ij T i Fδ = = ∈ ≥  

 
Παρατηρούµε ότι για τον προσδιορισµό του συνόλου  ελέγχουµε το βαθµό των κόµβων 
στηλών του δέντρου. Θυµίζουµε ότι ο βαθµός ( )  ενός κόµβου d x x  ισούται µε το πλήθος 
των τόξων που εισέρχονται και εξέρχονται από αυτόν. Θα µπορούσαµε χωρίς καµιά διαφορά 
να ελέγχουµε την αντίστοιχη τιµή 1 jx  και ανάλογα µε το πρόσηµό της να εισάγουµε ή όχι 
τον αντίστοιχο κόµβο στο σύνολο . Αυτό το κάνουµε γιατί όπως θα δούµε ο βαθµός των 
κόµβων θα χρειαστεί ούτως ή άλλως να προσδιορισθεί και παρακάτω έτσι ώστε να επιλεχθεί 
το αντίστοιχο εξερχόµενο τόξο ( .  

F

, )k
Για τον προσδιορισµό του εξερχόµενου τόξου  διακρίνουµε τις παρακάτω δύο 

περιπτώσεις. Έστω  ο µοναδικός κύκλος του γραφήµατος ( , ) . Έστω επίσης C T g h∪  
ο κόµβος στήλη του κύκλου  που κρέµεται από τη ρίζα του δέντρου Balinski. Συνεπώς το 
τόξο 

C
(1, )f  περιέχεται στο δρόµο από τον κόµβο προς τη ρίζα του δέντρου . Το 

τόξο (1
g [ ,P T

, )f  θα περιέχεται συνεπώς στον κύκλο . Αν C 2= , τότε εξερχόµενο είναι το 
µοναδικό προς τα κάτω τόξο , αλλιώς αν ( , )k h ( )d h ( ) 3f >

1 (d
, τότε εξερχόµενο τόξο 

είναι το µοναδικό προς τα πάνω τόξο , αλλιώς αν )i f ) 3f= ∧ = , το εξερχόµενο 
τόξο είναι το µοναδικό τόξο (1, )f C∈ .  

Τέλος, ως γνωστόν ανανεώνονται τα µειωµένα κόστη τόξων που προσπίπτουν σε 
κόµβους που ανήκουν στο αποκοµµένο δέντρο * . Η πλήρης βηµατική περιγραφή του 
αλγορίθµου φαίνεται παρακάτω.  

T

 
3.2.3 Βηµατική Περιγραφή του Αλγορίθµου  

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο σε µορφή βηµάτων. 
 
ΒΗΜΑ 0:(Καθορισµός αρχικών µεταβλητών) 
Υπολόγισε το δέντρο Balinski T  µε τη µέθοδο που περιγράψαµε και καθόρισε το σύνολο 
F τέτοιο αν και µόνον αν i  τέτοιο ώστε  .( ή αντίστοιχα ) i F∈ jT∈ d j 1 0jx <
 
ΒΗΜΑ 1:(Έλεγχος βελτιστότητας) 
Εάν , δηλαδή εάν δεν υπάρχει τόξο F =∅ (1, )j T∈  ώστε , τότε το δέντρο  είναι ( ) 3d j ≥ T
βέλτιστο και ο αλγόριθµος τερµατίζει, αλλιώς πήγαινε στο βήµα 2.  
 
ΒΗΜΑ 2:(Επιλογή εισερχοµένου τόξου) 
Υπολόγισε το εισερχόµενο τόξο ( , )  ελέγχοντας τα µειωµένα κόστη των µη βασικών 
τόξων µε βάση τον τύπο min ( ) : ,gh T i Fδ = = ∈ . F
 

Αν  τότε θέσε , αλλιώς αν ( ) 2d h = ( , ) ( ,k h= 1 ( ) 3d f∧ >  θέσε  ( , ) ( , )k i f=
όπου  το µοναδικό προς τα πάνω τόξο που ανήκει στον κύκλοC , αλλιώς αν ( , )i f

( ) ( ) 3d h f =1 d= ∧  θέσε ( . , ) (1,k f=

ΒΗΜΑ 3:(Επιλογή εξερχόµενου τόξου) 

ΒΗΜΑ 4:(Ανανέωση των µεταβλητών) 
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Υπολόγισε το δέντρο  που είναι το δέντρο που αποκόβεται από τη ρίζα όταν αφαιρείται *T
το εξερχόµενο τόξο. Αν  θέσε 0*h T∈ q δ= − > , αλλιώς θέσε  0q δ= < . Στη συνέχεια εάν 
ο κόµβος  είναι κόµβος-γραµµή θέσε *b T∈ ( ') ( )bjs T s T  , 1..q j nbj = − =  αλλιώς (δηλαδή ο 
κόµβος b T  είναι κόµβος στήλη θέσε *∈ ( ')ibs T ( )  , ibs T q i 1..n= + = . 
 
ΒΗΜΑ 5:(Ανανέωση του τρέχοντος δέντρου) 
Θέσε 'T  και πήγαινε στο βήµα 1. T=
 
Παράδειγµα 3.4 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους  
 

3 3 19 10 27
0 1 42 46 77
70 32 43 71 90
34 1 0 0 8
1 7 34 65 7

C

− − 
 − 
 =
 
 
 − 

 

 
για ένα  πρόβληµα Αντιστοίχησης. Να λυθεί το πρόβληµα χρησιµοποιώντας το 
δεντρικό αλγόριθµο Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δέντρο Balinski.   

5 5×

Λύση 
Αρχικά θα πρέπει να υπολογίσουµε το εφικτό δέντρο Balinski και τον πίνακα των 
µειωµένων κοστών του προβλήµατος. Όλα αυτά έγιναν στο παράδειγµα 3.3 και φαίνονται 
παρακάτω:  

-1 1 -1 1 1
1 5 26 39 107

43 11 1 37 93
50 23 1 9 54
1 12 17 57 22

1

1 2 3 4 5

-1 1 1 1 -1

2 5

 1 1

3 4

 1  1

 
Εικόνα 3.11 – Το εφικτό δέντρο Balinski  και η αντίστοιχη µήτρα µειωµένων  κοστών. 

Επανάληψη 1 
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• Είναι { } { }2,3, 4,5  , ~ 2, 4,5F T F= = , { } 22min ( ) : , ~ 5ijs T i F j T F sδ = ∈ ∈ = = , 
συνεπώς  ( , ) (2,2)g h = 4.  

• Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν στην περιγραφή του αλγορίθµου θα πρέπει να βρούµε 
το βαθµό του κόµβου . Είναι h ( ) (2) 1d h d= = , άρα θα πρέπει να ελέγξουµε και το 
βαθµό του κόµβου f , όπου f  είναι ο µοναδικός κόµβος - στήλη που κρέµεται από 
τη ρίζα του δέντρου και ανήκει στον κύκλο  της επανάληψης. Συνεπώς C 1f =  και 

, άρα εξερχόµενο θα είναι το τόξο ( ) 3d f = ( , ) (1, ) (1,1)k f= = . 
• Η ανανέωση των τιµών των µεταβλητών απόφασης και των µειωµένων κοστών 

γίνεται µε βάση τον κύκλο  και του αποκοµµένου δέντρου *  και φαίνεται 
αναλυτικά στο σχήµα 3.12.   

C T

-1 1 -1 1 1
1 5 26 39 107

43 11 1 37 93
50 23 1 9 54
1 12 17 57 22

1

1 2 3 4 5

-1 1 1 1 -1

2 5

 1 1

3 4

 1  1

1

2 3 4 5

0 1 1 -1

 1

 1

3 4

 1  1

2

1

5

 0

5 0 -1 1 1
0 1 21 34 102

48 11 1 37 93
55 23 1 9 54
1 7 12 52 17

+5

-5

-5

 
Εικόνα 3.12 – Η πρώτη επανάληψη του αλγορίθµου  

 
Επανάληψη 2 

                                                 
4 Παρατηρείστε ότι στο σύνολο F  αποθηκεύουµε µόνο τους κόµβους γραµµές που ανήκουν σε αυτό, επειδή 
από το σύνολο  µπορεί να προέλθει µόνο η άκρη F g  του εισερχοµένου τόξου ( , )g h  που είναι πάντα κόµβος 
γραµµή. Το ίδιο γίνεται και µε το σύνολο  στο οποίο  για τον ίδιο ακριβώς λόγο αποθηκεύουµε µόνο 
τους κόµβους στήλες. Αυτή η τεχνική θα χρησιµοποιηθεί και στους επόµενους αλγορίθµους που θα 
παρουσιαστούν. Ωστόσο,  η ολοκληρωµένη και  µαθηµατικά ορθή  αναπαράσταση των προαναφερθέντων 
συνόλων θα ήταν η  

~T F

{ } { }2,3, 4, 8  , 7 0F F5,6,= ~T ,9,1= , όπου ο κόµβος-στήλη x  αποθηκεύεται ως x n+ .  
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• Είναι { } { }3, 4  , ~ 1, 2, 4,5F T F= = , { } 44min ( ) : , ~ 9ijs T i F j T F sδ = ∈ ∈ = = , 
συνεπώς  . ( , ) (4,4)g h =

• Είναι , άρα θα πρέπει να ελέγξουµε και το βαθµό του κόµβου ( ) (2) 1d h d= = f . 
Είναι , άρα (( ) (3) 3d f d= = , ) (1, ) (1,3)k f= = . 

• Το δέντρο *T  θα αποτελείται από τους κόµβους γραµµές 3, 4 και τον κόµβο στήλη 3 
1

2 3 4 5

0 1 1 -1

 1

 1

3 4

 1  1

2

1

5

 0

5 0 -1 1 1
0 1 21 34 102

48 11 1 37 93
55 23 1 9 54
1 7 12 52 17

2

3

4 5

0 1 0

 1

 1

3

42

1

5

 0

5 0 9 0 1
0 1 30 34 102

39 2 1 28 84
45 14 0 1 45
1 7 21 52 17

1

 0

 1

 1

 -9

 -9

 +9
 Εικόνα 3.13 – Η δεύτερη επανάληψη του αλγορίθµου 

2

3

4 5

0 1 0

 1

 1

3

42

1

5

 0

1

 0

 1

 1

 
Εικόνα 3.14 – Το βέλτιστο δέντρο του αλγορίθµου 
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Η ανανέωση των µεταβλητών του αλγορίθµου της δεύτερης επανάληψης φαίνονται στο 
σχήµα 3.13.Μετά το πέρας και της δεύτερης επανάληψης, το δέντρο που παράγεται είναι 
βέλτιστο, αφού δεν υπάρχει κόµβος στήλη j  τέτοιος ώστε . Συνεπώς  και ο 
αλγόριθµος τερµατίζει αφού ικανοποιείται ο έλεγχος βελτιστότητας. Το βέλτιστο δέντρο που 
παράγεται φαίνεται ξεχωριστά στο σχήµα 3.14. Το βέλτιστο διάνυσµα ανάθεσης (βέλτιστη 
µετάθεση) είναι το 

( ) 3d j ≥ F =∅

[ ]5 2 3 4p =

( , )

16ij ij
i j T

z c x
∈

= =∑
1  ενώ η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης θα είναι . 

3.2.4 Προγραµµατισµός του Αλγορίθµου 
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε έναν αποτελεσµατικό τρόπο προγραµµατισµού του 

αλγορίθµου. Θα παρουσιάσουµε αρχικά το «κυρίως πρόγραµµα» του αλγορίθµου και στη 
συνέχεια θα αναλύσουµε τις σηµαντικότερες συναρτήσεις που χρησιµοποιήσαµε για την 
υλοποίησή του. 

  
Αλγόριθµος A2 
Ο παρακάτω αλγόριθµος λύνει το πρόβληµα Αντιστοίχησης , χρησιµοποιώντας το δενδρικό αλγόριθµο 
Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δέντρο Balinski. 
Είσοδος: O πίνακας κόστους C(nxn). 
Έξοδος : Η λύση του προβλήµατος Αντιστοίχησης  X(nxn). 
 

1. [X,S]=BalinskiTree(C,n); 
2. p=InitializeNodeFather(X,n); 
3. d=InitializeNodeDepth(p,n); 
4. deg=InitializeDegree(X,n); 
5. stopalgorithm=0; 
6. while stopalgorithm~=1 
7.   [F,Fbar]=ForestsF(X,p,n); 
8.   [min,g,h,f,Circle]=EnteringArc(S,F,Fbar,n,p); 
9.   [k,l,p,upwards,Tcut,deg]=LeavingArc(g,h,deg,f,p,n,Circle); 
10.   if (length(Tcut)~=0) 
11.     [e1,e2,f1,z]=Steam(p,g,h,k,l,d,n,Tcut); 
12.     S=UpdateReducedCosts(min,h,Tcut,n,S); 
13.     d=UpdateNodeDepth(p,n,Tcut,z,d,e1,e2,f1); 
14.     p=UpdateNodeFather(p,z,e2,f1); 
15.     X=UpdateFlows(X,d,k,l,g,h,upwards,n); 
16.   end 
17.   fw=find(X(1,:)>=0); 
18.   if length(fw)==n 
19.      stopalgorithm=1; 
20.   end 
21. end 
Αλγόριθµος 3.2.1 – Ο κώδικας του δενδρικού αλγόριθµου Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δέντρο Balinski για το 

πρόβληµα Αντιστοίχισης 

Στον παραπάνω κώδικα µπορούµε να παρατηρήσουµε τα εξής: Στις πρώτες 4 γραµµές, 
υπολογίζεται το δέντρο Balinski και έτσι επιστρέφονται οι  αρχικές µήτρες των µεταβλητών 
απόφασης και των µειωµένων κοστών. Επίσης αρχικοποιούνται τα διανύσµατα πατέρα- 
κόµβου, βάθους και βαθµών των κόµβων. Το διάνυσµα βαθµών deg() που επιστρέφει η 
συνάρτηση InitializeDegree() είναι ένα διάνυσµα θέσεων που περιέχει τους βαθµούς 
µόνο των κόµβων- στηλών που ανήκουν στο τρέχον δέντρο, αφού για την επιλογή του 
εξερχόµενου τόξου , ελέγχουµε τον βαθµό µόνο του κόµβου στήλη . Στις επόµενες 
γραµµές του κώδικα αρχίζει η εκτέλεση του αλγορίθµου. Αρχικά, υπολογίζονται τα σύνολα 

 και ~  µέσω της συνάρτησης ForestsF() (γραµµή 7). Κατόπιν επιλέγεται το 
εισερχόµενο και εξερχόµενο τόξο µέσω των συναρτήσεων EnteringArc() και  
LeavingArc() και γίνονται οι απαραίτητες ανανεώσεις των µεταβλητών. Τέλος, στις 

n

( , )k h

F T F
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γραµµές 17-25 του κώδικά µας γίνεται ο έλεγχος τερµατισµού. Έτσι ελέγχεται το σύνολο  
και αναλόγως ο αλγόριθµος συνεχίζει ή τερµατίζει. Προσέξτε ότι ο έλεγχος του συνόλου  
γίνεται έµµεσα µέσω του πρόσηµου των τιµών 

F
F

1 jx . Έτσι, αν 1 0   (1, )jx j T≥ ∀ ∈
( ) 3  d j < ∀

(ο έλεγχος 
θα µπορούσε να γίνει χρησιµοποιώντας και την αντίστοιχη συνθήκη  ), 
τότε το τρέχον δέντρο  είναι βέλτιστο και ο αλγόριθµος τερµατίζει (γραµµή 19), αλλιώς ο 
αλγόριθµος συνεχίζει την εκτέλεσή του. Στη συνέχεια θα αναλυθούν οι σηµαντικότερες 
συναρτήσεις που χρησιµοποιήσαµε για την υλοποίηση του αλγορίθµου: 

(1, )j ∈T
T

2=

 
 

• [ k, l, p, upwards, Tcut, deg ] = LeavingArc ( g, h, deg, f, p, n, Circle ) 
 
Αλγόριθµος LeavingArc 
Ο αλγόριθµος που υπολογίζει µεταβλητές που σχετίζονται µε το εξερχόµενο τόξο.   
Είσοδος: Τα άκρα του εισερχόµενου τόξου g,h , το διάνυσµα βαθών deg(n), f ,p(2*n), n, Circle()   
Έξοδος : Τα άκρα του εξερχόµενου  τόξου k, l  το ανανεωµένο p(2*n) , µια µεταβλητή που δείχνει τη φορά του 
εξερχόµενου τόξου upwards, το διάνυσµα του αποκοµµένου δέντρου Tcut(), το διάνυσµα των κόµβων που 
ανήκουν στον κύκλο Circle(). 
 

1. function [k,l,p,upwards,Tcut,deg]=LeavingArc(g,h,deg,f,p,n,Circle) 
2. if deg(h)==2 
3.   k=p(h+n); 
4.   l=h; 
5.   start=l+n; 
6.   Tcut=Preorder(start,p,n); 
7.   upwards=0; 
8. end 
9. if deg(h)==1 
10.   if deg(f-n)>3 
11.     upwards=1; 
12.     i=1; 
13.     while Circle(i)~=0 
14.       if p(Circle(i))==f 
15.         k=Circle(i); 
16.         l=f-n; 
17.       end 
18.       i=i+1; 
19.     end 
20.     start=k; 
21. t=Preorder(start,p,n);     Tcu
22.  elseif deg(f-n)==3 
23.     k=1; 
24.     l=f-n; 
25.     start=f; 
26.     Tcut=Preorder(start,p,n); 
27.     upwards=1; 
28.  end 
29. deg(f-n)=deg(f-n)-1; 
30. h)=deg(h)+1; deg(
31. end 

Αλγόριθµος 3.2.2 – Επιλογή του εξερχόµενου τόξου µε βάση τους βαθµούς των κόµβων - στηλών. 

Στον παραπάνω αλγόριθµο γίνεται η επιλογή του εξερχόµενου τόξου µε βάση το 
βαθµό του κόµβου-στήλη , όπως ακριβώς είδαµε στην περιγραφή του αλγορίθµου. Ο 
βαθµός του κόµβου-στήλη  αποθηκεύεται στη θέση  του διανύσµατος deg(). Στις 
γραµµές 2-8 του κώδικα εξετάζεται η περίπτωση όπου 

h
h h

(d h) . Σε αυτήν την περίπτωση 
θέτουµε ( )  και , όπως ακριβώς είδαµε και στην περιγραφή του αλγορίθµου. 
Στη συνέχεια (γραµµές 9-28), παρατηρούµε ότι εξετάζεται η περίπτωση όπου 

k p h n= + h=
( ) 1d h = . 



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

93 

Ειδικότερα, βλέπουµε ότι ο αλγόριθµος σε αυτήν την περίπτωση υπολογίζει τον κόµβο f και 
αναλόγως µε το βαθµό του κόµβου f  υπολογίζει το εξερχόµενο τόξο ( . , )k

2

Αυτό που πρέπει να τονισθεί για τον παραπάνω κώδικα είναι ο τρόπος ανανέωσης του 
διανύσµατος των βαθµών των κόµβων του δέντρου. Σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου, 
µπορεί να αλλάζουν τιµή µόνο οι βαθµοί των κόµβων . Το διάνυσµα των βαθµών του 
δέντρου ανανεώνεται ανάλογα µε το βαθµό του κόµβου . Συγκεκριµένα, αν , τότε 
δεν επέρχεται καµία µεταβολή στο βαθµό του κόµβου , πράγµα πολύ λογικό αν σκεφτεί 
κανείς ότι σε αυτήν την περίπτωση και το εισερχόµενο τόξο και το εξερχόµενο προσπίπτουν 
στον κόµβο . Στην αντίθετη περίπτωση, δηλαδή όταν 

,h f
h
h

( )d h

( )d h =

h 1= , τότε ο βαθµός του κόµβου 
f  µειώνεται κατά 1, ενώ ο βαθµός του κόµβου  αυξάνεται κατά 1 (γραµµές 29-30). Αυτό 
φαίνεται άλλωστε καλύτερα και στις επαναλήψεις του παραδείγµατος(εικόνες 3.12, 3.13). 

h

  
• deg = InitializeDegree( X , n ) 

 
Αλγόριθµος InitializeDegree 
Ο αλγόριθµος που αρχικοποιεί το διάνυσµα των βαθµών των κόµβων.   
Είσοδος: Η µήτρα των µεταβλητών απόφασης X(nxn), η διάσταση του προβλήµατος n.     
Έξοδος : Το αρχικοποιηµένο διάνυσµα των βαθµών των κόµβων deg(n) 
 

1. function deg=InitializeDegree(X,n) 
2. for j=1:n 
3.   deg(j)=0; 
4. end 
5. for j=1:n 
6.   s=0; 
7.   for i=1:n  
8.     if X(i,j)~=inf 
9.       s=s+1; 
10.       deg(j)=s; 
11.     end 
12. end   
13. end 

Αλγόριθµος 3.2.3 – Αρχικοποίηση του διανύσµατος βαθµών των κόµβων. 

Η παραπάνω συνάρτηση χρησιµοποιήθηκε για την αρχικοποίηση των βαθµών των κόµβων 
του δέντρου. Παρατηρούµε ότι χρησιµοποιεί την µήτρα των µεταβλητών απόφασης, 
ελέγχοντας που υπάρχει τόξο και αναλόγως αυξάνει το βαθµό του αντίστοιχου κόµβου. Η 
κλήση αυτής της διαδικασίας σε κάθε επανάληψη για τον υπολογισµό των βαθµών των 
κόµβων αποφεύγεται λόγω της αποτελεσµατικής µεθόδου ανανέωσης των βαθµών των 
κόµβων που περιγράφηκε στον αλγόριθµο 3.2.2. 
 

• d = InitializeNodeDepth( p , n ) 
 
Αλγόριθµος InitializeNodeDepth 
Ο αλγόριθµος που αρχικοποιεί το διάνυσµα των βαθών των κόµβων.   
Είσοδος:Το διάνυσµα πατέρα-κόµβου p(2*n)  , η διάσταση του προβλήµατος n.     
Έξοδος : Το αρχικοποιηµένο διάνυσµα βάθους των κόµβων d(n) 
 

1. function d=InitializeNodeDepth(p,n) 
2. d(1)=0;f=0; 
3. while (f~=2*n) 
4. ;   f=0
5.   for i=2:2*n 
6.     d(i)=d(p(i))+1; 
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7.   end 
8.   for u=1:2*n 
9.     if d(u)~=inf 
10. f+1;       f=
11.     end 
12.   end 
13. end 

Αλγόριθµος 3.2.4 – Ο αλγόριθµος αρχικοποίησης των βαθών των κόµβων 

Στον αλγόριθµο InitializeNodeDepth παρουσιάζεται ένας τρόπος αρχικοποίησης των 
βαθών των κόµβων του δέντρου. Αρχικά τίθεται d(1)=0 (γραµµή 2), αφού το βάθος της 
ρίζας ενός δέντρου είναι πάντα 0 και ρίζα του δέντρου Balinski είναι ο κόµβος-γραµµή 1. 
Στη συνέχεια, ο αλγόριθµος θέτει το βάθος κάθε κόµβου ίσο µε το βάθος του πατέρα του 
αυξηµένο κατά 1 (γραµµή 6). Τέλος ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν υπολογιστούν τα βάθη 
όλων των κόµβων. Η ανανέωση των βαθών γίνεται µε τον ίδιο αποτελεσµατικό τρόπο που 
περιγράφηκε και στον αλγόριθµο Simplex.   
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Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΠΑΠΑΡΡΙΖΟΥ 
 
( ΞΕΚΙΝΗΜΑ ME ∆ΑΣΟΣ AKP ) 
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Στο  κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το 

δάσος ΑKP (“Achatz-Kleinsschmidt-Paparrizos”). Η φιλοσοφία αυτού του αλγορίθµου είναι 
ίδια µε τη αυτήν που παρουσιάσθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Είναι και αυτός ένας 
αλγόριθµος εξωτερικών σηµείων(exterior point algorithm). Στο δρόµο του δηλαδή προς το 
βέλτιστο σηµείο, περνάει από σηµεία που δεν ανήκουν στο πολύεδρο της εφικτής περιοχής. 
H διαφορά αυτού του αλγορίθµου από τον αλγόριθµο του προηγούµενου κεφαλαίου έγκειται 
στην κατασκευή του δάσους ξεκινήµατος. Έτσι, ο αλγόριθµος που θα περιγραφεί 
χρησιµοποιεί ένα δάσος ξεκινήµατος που είναι πάρα πολύ αποτελεσµατικό από 
υπολογιστικής απόψεως. Συγκεκριµένα, σε πρόσφατη υπολογιστική µελέτη [PPS], ο 
αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δάσος AKP εµφανίζεται µέχρι και 3 φορές 
καλύτερος σε χρόνο CPU από τον πρωτεύοντα αλγόριθµο Simplex για δίκτυα, ενώ υπερτερεί 
και των άλλων αλγορίθµων εξωτερικών σηµείων. Η σύγκριση των αλγορίθµων αυτών θα 
παρουσιασθεί διεξοδικά στο Κεφάλαιο 6. Ο αλγόριθµος µε το συγκεκριµένο δάσος 
ξεκινήµατος αναπτύχθηκε για το πρόβληµα αντιστοίχησης από τον καθηγητή του τµήµατος 
Κ. Παπαρρίζο σε συνεργασία µε τους συναδέλφους του H.Achatz και P.Kleinsschmidt του 
τµήµατος Μαθηµατικών και Πληροφορικής του Πανεπιστηµίου Passau, παρουσιάζοντας 
συγχρόνως θεωρητικά αποτελέσµατα και µια προκαταρτική υπολογιστική µελέτη[P1]. H 
εξειδίκευση στο πρόβληµα µεταφοράς µε ένα άλλο δάσος ξεκινήµατος έγινε στην εργασία 
[P2]. 
 
4.1  ΕΦΑΡΜΟΓΗ  ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 
 
4.1.1 Περιγραφή του ∆άσους AKP για το πρόβληµα Μεταφοράς  

Το δάσος AKP είναι πολύ εύκολο στην κατασκευή του. Έστω λοιπόν έχουµε να 
λύσουµε ένα  πρόβληµα Μεταφοράς και µας δίνονται ο m n× m n×  πίνακας δεδοµένων , 
το -διάστατο διάνυσµα προσφοράς και το -διάστατο διάνυσµα προσφοράς . Το 
δάσος AKP θα αποτελείται από µικρά δέντρα καθένα από τα οποία είναι ριζωµένα σε έναν 
κόµβο στήλη . Κάθε δέντρο ρίζας  συµβολίζεται µε  . Έτσι, αν  το δάσος AKP, θα 

ισχύει . Το δάσος AKP θα αποτελείται πάντα από  τόξα, αφού κάθε κόµβος 

γραµµή συνδέεται µε τη ρίζα 

c
m a n b

j

1
jT

j jT F
n

j

F
=

=∪ m

j  ενός δέντρου . Τα τόξα του δάσους  προσδιορίζονται 
ως εξής. Στην αρχή τίθεται 

jT F

 
( ) 0,  1,...,jv F j n= =  

 
∆ηλαδή θέτουµε τις δυϊκές µεταβλητές των κόµβων στηλών ίσες µε το µηδέν. Στη συνέχεια, 
προσδιορίζουµε τις δυϊκές µεταβλητές των κόµβων γραµµών  ως εξής. 
Τίθεται  

( ),  1,...,iu F i m=

 
{ }( ) min :  1.. , 1,...,i iju F c j n i m= = =   

 
Με την παραπάνω σχέση µπορούµε αµέσως να προσδιορίσουµε και τα τόξα ( , )i j F∈ . 
Συνεπώς, αν  τότε το τόξο ( )iu F c= it ( , )i t F∈ . Ωστόσο, ο παραπάνω τρόπος δεν είναι ο 
µοναδικός για την εύρεση των τόξων που θα ανήκουν στο αρχικό δάσος. Μπορούν να 
χρησιµοποιηθούν και άλλες καλές δυϊκές ευρετικές συναρτήσεις.  
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Στη συνέχεια προσδιορίζουµε τις µεταβλητές απόφασης του δάσους ως εξής. Για κάθε 

κόµβο γραµµή  που συνδέεται µε τον κόµβο στήλη i j  µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε 
τη µεταβλητή απόφασης ( )ijx F , ικανοποιώντας τις εξισώσεις των περιορισµών που 
εκφράζουν τη ροή στο δάσος. Συνεπώς τίθεται 
 

( ) , ( , )ij ix F a i j F= ∀ ∈  
 

Παρακάτω παρουσιάζουµε µια γενική εικόνα του δάσους AKP για   προβλήµατα 
µεταφοράς. 

m n×

1 2 3     ........... n

a b c k

T1 T2 T3 Tn

a(a)  a(b)  a(c) a(k)

t

Tt

  ....

a,b,c,k<=m  
Εικόνα 4.0 – Ένα γενικό δάσος AKP για mxn προβλήµατα µεταφοράς 

Παρατηρείστε ότι το δάσος µπορεί να περιέχει και αποµονωµένους κόµβους. Επίσης 
παρατηρείστε ότι ο δάσος είναι δυϊκά εφικτό δηλαδή για κάθε ( , )i j F∈  ισχύει  
 

( ) ( ) ( ) 0ij ij i js F c u F v F= − − ≥  
 
Παράδειγµα 4.1 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους 
 

5 49 28 20 47 43
19 62 32 61 0 13

2 63 14 46 28 53
1 50 41 26 59 0

C

− 
 
 =
 −
 
 

 

 
, τα διανύσµατα προσφοράς  και ζήτησης [ ]5 2 7 6a =  και [ ]2 3 7 2 1 5b =   
αντίστοιχα για ένα 4 6×  πρόβληµα Μεταφοράς. Να προσδιορισθεί το δάσος ξεκινήµατος 
AKP και να υπολογισθούν τα στοιχεία ( ),  (ij , )x F i j F∈ , , 

 και .  
( ),  1,...,iu F i m=

( ),  1,...,jv F j n= ( ),  ( , )i j F∉ijs F
Λύση: 
Έστω το δάσος AKP. Αρχικά θέτουµε F ( ) 0,  1,...,jv F j n= = . Στη συνέχεια, όπως είπαµε 

και στην περιγραφή του δάσους, θέτουµε  { }( ) min :  1i iu F c j= = ,..., , 1,...,j n i m=  . Εύκολα 

λοιπόν διαπιστώνουµε ότι το διάνυσµα [ ]5 0 2 0= − −u . Το δάσος θα περιέχει 4m =  
τόξα, τα (1,1), (2,5), (3,1) και (4,6). Αν θέσουµε τώρα ( )ijs F ( ) ( )ij i jc u F v F= − − , µπορούµε 
εύκολα να υπολογίσουµε τη µήτρα των µειωµένων κοστών. Έτσι θα έχουµε  
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0 54 33 25 52 48

19 62 32 61 0 13
0 65 16 48 30 55
1 50 41 26 59 0

S

 
 
 =
 
 
 

 

 
Τέλος, υπολογίζουµε τις τιµές των µεταβλητών απόφασης ( )ijx F  για κάθε τόξο ( , )i j F∈  
θέτοντας ( )ij ix F = a , άρα θα έχουµε 11( ) 5x F = , 25 ( )x F 2= , 31x F( ) 7=  και . Το 
τελικό δάσος AKP του παραδείγµατος φαίνεται στο παρακάτω σχήµα:  

46x F( ) 6=

 

1 2 3 4 5 6

1 3 2 4

5  7  2  6

 
Εικόνα 4.1 – Το δάσος AKP του προβλήµατός µας 

 
4.1.2 Περιγραφή του Αλγορίθµου 

Ο αλγόριθµος ξεκινάει µε το δάσος AKP, το οποίο συµβολίζουµε µε . 
Συµβολίζουµε τα δέντρα που είναι ριζωµένα στον κόµβο στήλη 

F
j  µε , . Τα 

δέντρα T  χωρίζονται σε δύο διακριτά σύνολα τα , 
jT 1,...,j n=

j
SF DF . Το σύνολο  ορίζεται ως εξής: SF

 

:  
j

S
j j i

i T

F T b a
∈

  = < 
  

∑  

 
∆ηλαδή στο σύνολο  περιέχονται εκείνα τα δέντρα , στην ρίζα SF jT j  των οποίων 
εισέρχεται αυστηρά µεγαλύτερη ροή από τη ζήτηση του κόµβου στήλη j . Στα δέντρα 

 θα υπάρχει προσφορά  S
jT F∈ 0

j

i j
i T

a b
∈

− >∑ .   Αναλόγως το σύνολο DF  ορίζεται ως εξής: 

 

:  
j

D
j i

i T

F T a b
∈

j

  = ≤ 
  

∑  

 
Το σύνολο DF  περιέχει δηλαδή εκείνα τα δέντρα , στην ρίζα jT j  των οποίων εισέρχεται 
µικρότερη ή ίση ροή από τη ζήτηση του κόµβου στήλη j . Στα δέντρα D

jT F∈  θα υπάρχει 

ζήτηση  ∑  .  0
j

i j
i T∈

− ≤a b

Για να γίνει η περιγραφή του αλγορίθµου πιο πρακτική, προσθέτουµε στο δάσος  
έναν τεχνητό κόµβο 0, τα τεχνητά τόξα ,   και κατασκευάζουµε πλέον το δέντρο 

 που αποτελείται από  τόξα ώστε: 

F
( ,0)r (0, )w

T m n+
 

{( ,0),  } {(0, ),  }S D
r wT F r T F w T F= ∪ ∀ ∈ ∪ ∀ ∈  



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

99 

 
 

Παρατηρούµε ότι αν T , το δέντρο T  περιέχει τα τεχνητά τόξα S
j F∈ ( ,0)j  και θα ισχύει 

  
0 0

j

j i j
i T

x a b
∈

= − >∑  

 
Αντιθέτως, αν ότι αν D

j F∈T , το δέντρο T  περιέχει τα τεχνητά τόξα (0  και θα ισχύει , )j
 

0 0
j

j j i
i T

x b a
∈

= − ≥∑  

 
Συνεπώς, ένα δέντρο γενικής µορφής που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος είναι το παρακάτω: 
 

1 2 3 n

a b c k

a(a)  a(b) a(k)

0

k........   .....

 b(n)-a(k)>=0

  a(a)+a(b)-b(1)>0

 
Εικόνα 4.2 – Ένα δέντρο AKP γενικής µορφής για το πρόβληµα Μεταφοράς 

Παρατηρείστε ότι στο σχήµα 4.2 είναι  και 1 2, ST T F∈ 3, , D
k nT T T F∈ . Η εισερχόµενη και 

εξερχόµενη µεταβλητή προσδιορίζονται ως εξής. Έστω T  το τρέχον δέντρο. Το εισερχόµενο 
τόξο προσδιορίζεται από τη σχέση: 
 

{ }( ) min ( ) : ,  S D
gh ijs T s T i F j Fδ = = ∈ ∈  

 
Στη συνέχεια, θα πρέπει να προσδιορίσουµε την εξερχόµενη µεταβλητή. Αρχικά, 
υπολογίζουµε τον κύκλο  που δηµιουργεί η είσοδος του εισερχόµενου τόξου  στη 
βάση. Στη συνέχεια, υπολογίζουµε το σύνολο τόξων 

C ( , )g h
C+ που αποτελείται από τα τόξα 

, τα οποία έχουν ίδια φορά µε το εισερχόµενο τόξο . Το σύνολο θα είναι 
το συµπληρωµατικό του C  ως προς τον κύκλο . ∆ηλαδή θα ισχύει:  
( , )i j C∈ ( , )g h C−

+ C
 

C C C− += −  
 

Στη συνέχεια θέτουµε  
 

{ }min ( ) : ( , )k ijx x T i j Cε −= = ∈  
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Αν υπάρχουν περισσότερα από ένα τόξα που ικανοποιούν την παραπάνω σχέση, 
προσδιορίζουµε το σύνολο C  των επιλέξιµων τόξων, δηλαδή θέτουµε ′
 

{ }( , ) : ( )ijC i j C x T ε−′ = ∈ =  
 

Το εξερχόµενο τόξο  θα είναι τελικά αυτό που επιλέγει ο κανόνας του Cunningham, 
δηλαδή θα είναι το πρώτο επιλέξιµο τόξο που συναντάµε όταν διαγράφουµε τον κύκλο 
ξεκινώντας από την ρίζα προς τη φορά του εισερχόµενου τόξου [Cun].  

( , )k

Το νέο δέντρο που κατασκευάζεται είναι το δέντρο ( , ) ~ ( , )T T g h k′ = ∪ . Οι τιµές 
των µεταβλητών απόφασης ανανεώνονται σύµφωνα µε τον τύπο 

 
 ( )   , ( , )

( )
( )   , ( , )   

ij
ij

ij

x T i j
x T

C

x T i j

ε

ε C

+

−

 + ∀ ∈′ = 
− ∀ ∈

 

 
Μεταβάλλονται µόνο οι µεταβλητές  τόξων  που προσπίπτουν σε κόµβους που 

ανήκουν στο αποκοµµένο δέντρο . Ο αλγόριθµος σταµατά όταν , κάτι που 
επιτυγχάνεται σίγουρα. 

ijs

*

( , )i j

T SF =∅

 
4.1.3 Βηµατική Περιγραφή του Αλγορίθµου 

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο σε µορφή βηµάτων και βασισµένοι 
στα βήµατα του αλγορίθµου θα λύσουµε ένα πρόβληµα. 
 
ΒΗΜΑ 0:(Καθορισµός αρχικών µεταβλητών) 
Υπολόγισε το δάσος  AKP. Καθόρισε τα σύνολα  και  F SF DF   µε τη µέθοδο που 
περιγράψαµε. Κατασκεύασε το αρχικό δέντρο  προσθέτοντας έναν τεχνητό κόµβο 0 και  T
τα τεχνητά τόξα ( ,0)j  για κάθε Sj F∈  και (0, )j  για κάθε Dj F∈ .  
 
ΒΗΜΑ 1:(Έλεγχος βελτιστότητας) 
Εάν , δηλαδή εάν δεν υπάρχει κόµβος SF =∅ j  ώστε 0

j

i j
i T

a b
∈

− >∑ , τότε το δέντρο T  είναι 

βέλτιστο και ο αλγόριθµος τερµατίζει, αλλιώς πήγαινε στο βήµα 2.  
 
ΒΗΜΑ 2:(Επιλογή εισερχοµένου τόξου) 
Υπολόγισε το εισερχόµενο τόξο ( , )  ελέγχοντας τα µειωµένα κόστη των µη βασικών g h
τόξων µε βάση τον τύπο { }min ijs s ( ) : ,S D

gh T i F jδ = = ∈ ∈F . 
 
ΒΗΜΑ 3:(Επιλογή εξερχόµενου τόξου) 
Υπολόγισε τα σύνολα τόξων C+ , C−  και καθόρισε τη µεταβλητή ε , θέτοντας 

{ }min ( ) : ( , )ijx T i j Cε −= ∈ .Βρες το σύνολο C′  των επιλέξιµων τόξων, θέτοντας 

{ }( , ) :   ( )ijC i j C x T ε−′ = ∈ = . Επέλεξε το εξερχόµενο τόξο ( , )k C−∈  µε τον κανόνα του 

Cunningham, δηλαδή το εξερχόµενο τόξο θα είναι το πρώτο επιλέξιµο τόξο ( ,r t) C−∈  που 
συναντάµε κατά την διάσχιση του κύκλου , ξεκινώντας από τη ρίζα του δέντρου.    C
 
ΒΗΜΑ 4:(Ανανέωση των µεταβλητών) 
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Θέσε ( ) ( )ij ijx T x T ε′ = −  για κάθε τόξο ( , )i j C−∈  και αντιστοίχως ( ) ( )ij ijx T x T ε′ = +  για 

κάθε τόξο . Στη συνέχεια ανανέωσε τα σύνολα .Υπολόγισε το δέντρο T  ( , )i j C+∈ ,S DF F *
που είναι το δέντρο που αποκόβεται από τη ρίζα όταν αφαιρείται το εξερχόµενο τόξο. Αν 

* qh T∈  θέσε 0δ= − > , αλλιώς θέσε  0q δ= < . Στη συνέχεια εάν ο κόµβος  είναι *b T∈
κόµβος-γραµµή θέσε  αλλιώς (δηλαδή ο κόµβος  είναι ( ') ( )bjs T s T= −  , 1,...,j n=bj q *b T∈

κόµβος-στήλη) θέσε . (Ανανεώνονται οι τιµές  των τόξων (ib ') ( )ibs T s T= +  , 1,...,i m=q ijs
( , )i j  που προσπίπτουν σε κόµβους που ανήκουν στο δέντρο T ) *
 
ΒΗΜΑ 5:(Ανανέωση του τρέχοντος δέντρου) 
Θέσε 'T  και πήγαινε στο βήµα 1. T=
 
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε την ακριβή επίλυση ενός παραδείγµατος. Θα 
χρησιµοποιήσουµε τα δεδοµένα που χρησιµοποιήσαµε στο παράδειγµα 4.1. 
 
Παράδειγµα 4.2 
∆ίνονται το διάνυσµα προσφοράς [ ]5 2 7 6a = , το διάνυσµα  ζήτησης 

[ ]2 3 7 2 1 5b = , και ο πίνακας κόστους  
 

5 49 28 20 47 43
19 62 32 61 0 13

2 63 14 46 28 53
1 50 41 26 59 0

C

− 
 
 =
 −
 
 

 

 
για ένα  πρόβληµα Μεταφοράς. Na λυθεί µε τον αλγόριθµο Παπαρρίζου και να 
χρησιµοποιηθεί ως αρχική εφικτή λύση το δάσος ξεκινήµατος AKP.  

4 6×

Λύση: 
Αρχικά, πρέπει να προσδιορίσουµε το δάσος AKP (σχήµα 4.1).  
Επανάληψη 1 

1 2 3 45 6

1 3 2 4

5  7(-)  2  6

0
10(-)

3
1

  7(-) 21

 (+)

1 2 3 45 6

1 32 4

5  2  6

0
3

3
1

   0 21

 7

5 54 33 25 52 48
19 62 32 61 2 13
1 65 16 48 30 55
1 50 41 26 59 6

  -16

5 54 33 25 52 48
19 62 32 61 2 13
-16 49 7 32 14 39
1 50 41 26 59 6

Εικόνα 4.3 – Η πρώτη επανάληψη του αλγορίθµου 
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• Είναι { } { }1, 2,3, 4  , 2,3, 4S DF F= = , { } 33min ( ) : , 16S D
gh ijs s T i F j F sδ = = ∈ ∈ = = ,1 

συνεπώς  . ( , ) (3,3)g h =
• Τα σύνολα ,C C+ −

{
, φαίνονται στο σχήµα 4.3. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση 

}mi : ( , )jn ( )k ix x T i j Cε −= = ∈

7
, προσδιορίζουµε το εξερχόµενο τόξο . Έτσι ( , )k

ε = ( ,1)kκαι , ) (3= . 
• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,ij ijx s  φαίνεται στο σχήµα 4.3 

 
Επανάληψη 2 

• Είναι { } { }1, 2, 4  , 2,3, 4S DF F= = , { } 14min ( ) : , 25S D
gh ijs s T i F j F sδ = = ∈ ∈ = = , 

συνεπώς  . ( , ) (1,4)g h =
• Τα σύνολα ,C C+ −

{
, φαίνονται στο σχήµα 4.4. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση 

}mi : ( , )jn ( )k ix x T i j Cε −= = ∈

2
, προσδιορίζουµε το εξερχόµενο τόξο . Έτσι ( , )k

ε = ( , 4)kκαι , ) (0= . 
• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,ij ijx s  φαίνεται στο σχήµα 4.4 

1 2 3 45 6

1 32 4

5(-)
 2  6

0
3(-)

3
1

   0 2(-)1

 7

5 54 33 25 52 48
19 62 32 61 2 13
-16 49 7 32 14 39
1 50 41 26 59 6

 (+)

1 2 3

4

5 6

1 32 4

 2  6

0
1

3
1

   01

 7

3 54 33 2 52 48
19 62 32 36 2 13
-16 49 7 7 14 39
1 50 41 1 59 6

 2

 3

 -25
Εικόνα 4.4 – Η δεύτερη επανάληψη του αλγορίθµου 

 
Επανάληψη 3 

• Είναι { } { }1, 2, 4  , 2,3S DF F= = , { } 23min ( ) : , 32S D
gh ijs s T i F j F sδ = = ∈ ∈ = =

                                                

, 
συνεπώς  . ( , ) (2,3)g h =

 
1 Τα σύνολα FS, FD  προς χάριν ευκολίας περιέχουν κόµβους γραµµές και στήλες αντίστοιχα.   
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• Τα σύνολα ,C C+ −

{
, φαίνονται στο σχήµα 4.5. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση 

}mi : ( , )jn ( )k ix x T i j Cε −= = ∈

0
, προσδιορίζουµε το εξερχόµενο τόξο . Έτσι ( , )k

ε = ,3)kκαι ( , ) (0= . 
• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,ij ijx s  φαίνεται στο σχήµα 4.5 

1 2 3

4

5 6

1 32 4

 2(-)  6

0
1

3
1(-)

   0(-)1

 7

3 54 33 2 52 48
19 62 32 36 2 13
-16 49 7 7 14 39
1 50 41 1 59 6

 2

 3

 (+)

1 2

34

5 6

1

3

2 4

 2  6

0
1

3
1

1

 7

 2

 3

 0

3 54 1 2 52 48
19 62 0 36 2 13
16 81 7 39 46 71
1 50 9 1 59 6

 +32

 -32  
 

Εικόνα 4.5 - Η τρίτη επανάληψη του αλγορίθµου 
Επανάληψη 4 

• Είναι { } { }1, 2,3, 4  , 2S DF F= = , { } 42min ( ) : , 50S D
gh ijs s T i F j F sδ = = ∈ ∈ = = , 

συνεπώς  . ( , ) (4,2)g h =
• Τα σύνολα ,C C+ −

{
, φαίνονται στο σχήµα 4.6. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση 

}mi : ( , )jn ( )k ix x T i j Cε −= = ∈

1
, προσδιορίζουµε το εξερχόµενο τόξο . Έτσι ( , )k

ε = ( , ,0)kκαι ) (6= . 
• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,ij ijx s  φαίνεται στο σχήµα 4.6.2  

                                                 
2 Ανανεώνονται µόνο οι τιµές µειωµένων κοστών των τόξων που έχουν έναν µόνο κόµβο στο δέντρο . Το 
δέντρο  στην τέταρτη επανάληψη θα αποτελείται από τον κόµβο στήλη 6 και τον κόµβο γραµµή 4. Συνεπώς, 
προσθέτουµε +50 στις στη στήλη 6 του πίνακα 

*T
*T

ijs  ενώ προσθέτουµε -60 στις γραµµή 4 του πίνακα ijs . Η 
ανανέωση αυτή γίνεται µε τη µέθοδο που αναφέρθηκε στο βήµα 4 της περιγραφής του αλγορίθµου. Εξ’άλλου, 
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1 2

34

5 6

1

3

2 4

 2  6(-)

0
1 3(-)

1 1(-)

 7

 2

 3

 0

3 54 1 2 52 48

19 62 0 36 2 13

16 81 7 39 46 71

1 50 9 1 59 6

(+)

1 2

34

5

6

1

3

2 4

 2

01

1

 7

 2

 3

 0

 1

  5

 2

3 54 1 2 52 98

19 62 0 36 2 63

16 81 7 39 46 121

-49 1 -41 -49 9 5 -50

 +50  
Εικόνα 4.6 – Η τέταρτη επανάληψη του αλγορίθµου  

Επανάληψη 5 

1 2

34

5

6

1

3

2 4

 2

01(-)

1

 7

 2

 3(-)

 0

 1

  5

 2(-)

3 54 1 2 52 98
19 62 0 36 2 63
16 81 7 39 46 121
-49 1 -41 -49 9 5

 (+)

2

3

5

6

3

2 4

 2

0

1

 7

 0

  1

  5

 1

2 1 -53 2 -2 44
73 62 0 90 2 63
70 81 7 93 46 121
5 1 -41 5 9 5

1

4 1

 2 2

 1

 -54

  +54   +54
Εικόνα 4.7 – Η πέµπτη επανάληψη του αλγορίθµου 

                                                                                                                                                       
µπορούµε εύκολα να καταλάβουµε που πρέπει να προσθέσουµε και αντίστοιχα να αφαιρέσουµε δ , αν λάβουµε 
υπ’ όψιν το γεγονός ότι το µειωµένο κόστος του εισερχόµενου τόξου  πρέπει να µηδενιστεί µετά το 
πέρας της επανάληψης, αφού το µειωµένο κόστος κάθε βασικού τόξου είναι πάντα ίσο µε το µηδέν.  

( , )g h
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• Είναι { } { }1, 2,3  , 2,6S DF F= = , { } 12min ( ) : , 54S D
gh ijs s T i F j F sδ = = ∈ ∈ = = , 

συνεπώς  . ( , ) (1,2)g h =
• Τα σύνολα ,C C+ −

{
, φαίνονται στο σχήµα 4.7. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση 

}mi : ( , )jn ( )k ix x T i j Cε −= = ∈

1
, προσδιορίζουµε το εξερχόµενο τόξο . Έτσι ( , )k

ε = ( 0)kκαι , ) (1,= . 
• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,ij ijx s  φαίνεται στο σχήµα 4.7 

Επανάληψη 6 
• Είναι { } { }2,3  , 2, 4,6S DF F= = , { } 22min ( ) : , 62S D

gh ijs s T i F j F sδ = = ∈ ∈ = = , 
συνεπώς  . ( , ) (2,2)g h =

• Τα σύνολα ,C C+ −

{
, φαίνονται στο σχήµα 4.7. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση 

}mi : ( , )jn ( )k ix x T i j Cε −= = ∈

1
, προσδιορίζουµε το εξερχόµενο τόξο . Έτσι ( , )k

ε = ( ,0)kκαι , ) (5= . 
• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών ,ij ijx s  φαίνεται στο σχήµα 4.8 

 

2

3

5

6

3

2 4

 2(-)

0
1(-)

 7

 0

  1

  5

 1(-)

2 1 -53 2 -2 44
73 62 0 90 2 63
70 81 7 93 46 121
5 1 -41 5 9 5

1

4 1

 2 2

 1

2

6

2 4

0

  1

    5

2 1 9 2 60 44
11 1 0 28 1 1
8 19 7 31 46 59
5 1 21 5 71 5

1

4 1

 2 2

(+)

 0

53

3

 7

 0   1

  1   1

 -62

   -62

 +62  +62  
Εικόνα 4.8 – Η έκτη επανάληψη του αλγορίθµου 

 
Παρατηρούµε ότι στο τελευταίο δέντρο που παράχθηκε είναι SF =∅ . Συνεπώς, το δέντρο 
είναι βέλτιστο και ο αλγόριθµος τερµατίζει. Παρατηρείστε ότι το τελευταίο δέντρο περιέχει 
τεχνητά τόξα που είναι εκφυλισµένα. Αυτό είναι κάτι που το εγγυάται ο αλγόριθµος ότι θα 
συµβεί [P2]. Στην εικόνα 4.9 βλέπουµε το βέλτιστο δέντρο του αλγορίθµου. Παρατηρούµε 
ότι η ύπαρξη του ουδέτερου κόµβου 0 δεν είναι πλέον απαραίτητη, αφού συνδέεται µε ένα 
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τεχνητό εκφυλισµένο τόξο µε το υπόλοιπο δέντρο. Η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 
είναι . *

( , )
289ij ij

i j T
z c x

∈

= =∑

2

6

2 4

0

  1

    5

1

4 1

 2 2

 0

53

3

 7

 0   1

  1   1

 
Εικόνα 4.9 – Το βέλτιστο δέντρο του προβλήµατος 

4.1.4 Προγραµµατισµός του Αλγορίθµου 

Αλγόριθµος T3 
Ο παρακάτω αλγόριθµος λύνει το ισοζυγισµένο πρόβληµα µεταφοράς , χρησιµοποιώντας το αλγόριθµο Παπαρρίζου  µε 
ξεκίνηµα το δάσος AKP. 
Είσοδος: Το διάνυσµα προσφοράς A(mx1),το διάνυσµα ζήτησης B(nx1) και ο πίνακας κόστους C(mxn). 
Έξοδος : Η λύση του προβλήµατος Μεταφοράς X(mxn). 
 

1. xv(1:m+n)=0; 
2. [X,S]=AKPtree(A,C,m,n); 
3. p=InitializeNodeFather(X,m,n); 
4. d=InitializeNodeDepth(p,m,n); 
5. [Fs,Fd]=SupplyDemandSets(X,m,n,p,xv,B); 
6. ix=Initialize(S,Fs,Fd,m,n); Ematr
7. while count<m+n 
8.   [Fs,Fd]=SupplyDemandSets(X,m,n,p,xv,B); 
9. nt=0;   cou
10.   for q=1:m+n  
11.     if Fs(q)==0 
12.       count=count+1; 
13.     end 
14.   end 
15.   if count<m+n 
16.     t=NodeDirection(Fs,Fd,m,n,p); 
17.     xv=Vectorx(B,p,X,m,n,xv,A); 
18.     [min,g,h,f,Circle]=EnteringArc(S,Fs,Fd,m,n,p,Ematrix); 
19.     [e,k,l,Cplus,Cminus]=LeavingArc(g,h,p,m,n,d,t,xv); 
20.     [e1,e2,f1,z,Tcut]=Steam(p,g,h,k,l,d,m,n); 
21.     [S,X,Ematrix]=UpdateVariables(min,e,g,h,...,Ematrix,Fs,Fd); 
22.     d=UpdateNodeDepth(p,m,n,Tcut,z,d,e1,e2,f1); 
23.     p=UpdateNodeFather(p,z,e2,f1); 
24.   end 
25. end 

Αλγόριθµος 4.1.1 – Ο κώδικας υλοποίησης του αλγόριθµου Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δάσος ΑΚP 
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Παραπάνω βλέπουµε όλες τις συναρτήσεις που χρησιµοποιήσαµε για τον προγραµµατισµό 
του αλγορίθµου. Υλοποιώντας αυτές τις συναρτήσεις σωστά σε οποιαδήποτε γλώσσα 
προγραµµατισµού, µπορεί εύκολα κάποιος να προγραµµατίσει τον αλγόριθµο µε ανάλογο 
τρόπο. Στις πρώτες γραµµές του κώδικα αρχικοποιούνται ορισµένες µεταβλητές απαραίτητες 
για την εκτέλεση του αλγορίθµου. Στη συνέχεια ελέγχεται αν το σύνολο  είναι το κενό 
σύνολο έτσι ώστε να πάρουµε µια απόφαση για το αν πρέπει να συνεχιστεί η εκτέλεση του 
αλγορίθµου. Στις επόµενες γραµµές του κώδικα ακολουθείται η ίδια µεθοδολογία που 
ακολουθήθηκε και στους άλλους αλγορίθµους, δηλαδή αρχικά υπολογίζεται το εισερχόµενο 
τόξο ( , )  , µετά προσδιορίζεται το εξερχόµενο τόξο  και στη συνέχεια ανανεώνονται 
οι τιµές των διάφορων µεταβλητών που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος. 

SF

g h ( , )k

 
• [ X , S ] = AKPtree(A, C, m, n); 

 
Αλγόριθµος AKPTree 
Ο αλγόριθµος που προσδιορίζει το δάσος ξεκινήµατος AKP. 
Είσοδος: Το διάνυσµα προσφοράς A(mx1), ο πίνακας κόστους C(mxn), m , n . 
Έξοδος : Το εφικτό δέντρο X(mxn)  και ο αντίστοιχος πίνακας µειωµένων κοστών S(mxn)   .   
 

1. function [X,S]=AKPtree(A,C,m,n) 
2. for i=1:n 
3. i)=0;   V(
4. end 
5. for i=1:m 
6.   for j=1:n 
7.     X(i,j)=0; 
8. i,j)=0;     S(
9.   end 
10. end 
11. minimum=inf; 
12. for i=1:m 
13.   for j=1:n 
14.     if C(i,j)<minimum 
15.       minimum=C(i,j); 
16.       t=j; 
17.     end 
18.   end 
19.   U(i)=minimum; 
20.   X(i,t)=A(i); 
21.   minimum=inf; 
22. end 
23. for i=1:m 
24.   for j=1:n  
25.     if X(i,j)==0 
26.       X(i,j)=inf; 
27.     end 
28. i,j)=C(i,j)-U(i)-V(j);     S(
29.   end 
30. end 

Αλγόριθµος 4.1.2 – Ο αλγόριθµος υπολογισµού του δάσους AKP 

Αν παρατηρήσουµε προσεχτικά τον παραπάνω κώδικα, βλέπουµε ότι συµβαδίζει απόλυτα µε 
την περιγραφή του δάσους AKP. Συγκεκριµένα, αρχικά µηδενίζονται οι δυϊκές µεταβλητές 
των κόµβων στηλών. Στη συνέχεια, ψάχνουµε για το ελάχιστο στοιχείο σε κάθε γραµµή του 
πίνακα κόστους και µε αυτόν τον τρόπο καθορίζουµε τα βασικά τόξα του δάσους. Μετά 
(γραµµή 28), υπολογίζονται τα µειωµένα κόστη των µη τόξων  µε βάση το γνωστό τύπο  ( , )i j
 

( ) ( ) ( )ij ij i js T c u T v T= − −  
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• Ematrix = InitializeEm(S, Fs, Fd, m, n) 

Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουµε έναν νέο τρόπο για την επιλογή του εισερχοµένου τόξου. 
Αυτός ο τρόπος προτείνεται στην εργασία [P1] που αναλύει τον ίδιο αλγόριθµο για το 
πρόβληµα Αντιστοίχησης. Ο αλγόριθµος µπορεί να αποδειχθεί ότι αποτελείται από στάδια 
(levels). Ένα στάδιο του αλγορίθµου είναι το σύνολο των επαναλήψεων κατά τη διάρκεια 
των οποίων το σύνολο  αυξάνεται, δηλαδή κόβονται τόξα SF ( , ) Dk F∈  και στην τελευταία 
επανάληψη των οποίων κόβεται ένα τόξο  µε αποτέλεσµα να αυξάνει πάλι το 
σύνολο 

( , ) Sk F∈
DF . Αυτή την αλληλουχία σταδίων µπορούµε να την εκµεταλλευτούµε και να 

εφαρµόσουµε έναν πιο «κοµψό» τρόπο επιλογής του εισερχόµενου τόξου. Για να το 
επιτύχουµε αυτό, χρησιµοποιούµε έναν πίνακα  Ematrix διαστάσεων . Κάθε στήλη του 
πίνακα αναφέρεται σε ακριβώς έναν κόµβο στήλη του συνόλου 

2×n
DF

i
. Στο στοιχείο   του 

πίνακα Ematrix αποθηκεύουµε το κόµβο γραµµή  για τον οποίο ισχύει 
(1, )j

{ }min : S
ij a∈ajs s= F . Στο στοιχείο (2, )j  του πίνακα αποθηκεύουµε το αντίστοιχο 

µειωµένο κόστος . Για τους κόµβους στήλες ijs Dt F∉  θέτουµε την αντίστοιχη στήλη του 
πίνακα  Ematrix ίση µε άπειρο. Για να κατανοηθεί καλύτερα η δοµή του πίνακα  Ematrix, 
ας κοιτάξουµε πάλι την πέµπτη επανάληψη του αλγορίθµου στο παράδειγµα που 
λύσαµε(εικόνα 4.7). Παρατηρούµε ότι { }1, 2,3S =F  και { }2,6D =F . Επίσης ο πίνακας 
µειωµένων κοστών είναι  
 

0 54 1 0 52 98
19 62 0 36 0 63
16 81 0 39 46 121
49 0 41 49 9 0

s

 
 
 =
 
 − − − 

 

 
Συνεπώς, ο πίνακας Ematrix θα έχει πεπερασµένες τιµές µόνο στις στήλες 2,6. Έτσι για την 
πέµπτη επανάληψη θα είναι:  
 

Ematrix 
1 2
54 63

∞ ∞ ∞ ∞ 
=  ∞ ∞ ∞ ∞ 

 

 
Στη συνέχεια παραθέτουµε τον κώδικα για την αρχικοποίηση του πίνακα Ematrix. Καλείται 
µόνο µια φορά στη αρχή.  
 
Αλγόριθµος InitializeEm 
 Ο αλγόριθµος που αρχικοποιεί τον πίνακα Ematrix   
Είσοδος: S(mxn), Fs(), Fd(), m, n 
Έξοδος : Ematrix(2xn) 
 

1. function Ematrix=Initialize(S,Fs,Fd,m,n) 
2. for (i=1:2) 
3.   for (j=1:n) 
4. atrix(i,j)=inf;     Em
5.   end 
6. end 
7. j=1; 
8. f; m9=in
9. while (Fd(j)~=0) 
10.   i=1; 
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11.   m9=inf; 
12.   while (Fs(i)~=0) 
13.     if Fs(i)<=m & Fd(j)>m 
14.       if S(Fs(i),Fd(j)-m)<m9 
15.         m9=S(Fs(i),Fd(j)-m); 
16.         Ematrix(2,Fd(j)-m)=S(Fs(i),Fd(j)-m); 
17.         Ematrix(1,Fd(j)-m)=Fs(i); 
18.       end 
19.     end 
20.     i=i+1; 
21.   end 
22.   j=j+1; 
23. end 

Αλγόριθµος 4.1.3 – Ο αλγόριθµος αρχικοποίησης του πίνακα Ematrix. 

Παρατηρείστε ότι για να καθοριστεί τώρα το εισερχόµενο τόξο, χρειάζεται απλώς να βρεθεί 
το ελάχιστο στοιχείο της πρώτης γραµµής του πίνακα Ematrix. Επίσης, χρειάζεται να βρεθεί 
ένας τρόπος για την άµεση ανανέωση του πίνακα Ematrix, πράγµα που υλοποιείται µε 
επιτυχία παρακάτω.  
 

• [S, X, Ematrix] =UpdateVariables( 3 ) 
Στη συνέχεια, παρουσιάζουµε τον κώδικα για την ανανέωση των µεταβλητών του 
αλγορίθµου. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι τελευταίες γραµµές του κώδικα, όπου 
γίνεται η ανανέωση του πίνακα Ematrix. 
 
Αλγόριθµος UpdateVariables 
 Ανανέωση των µεταβλητών του αλγορίθµου   
Είσοδος: 3 
Έξοδος : S(mxn), X(mxn), Ematrix(2xn) 
 

1. i=1; 
2. while Cminus(i)~=0 
3.   if (t(Cminus(i))==1)&(p(Cminus(i))~=0) 
4.     X(Cminus(i),p(Cminus(i))-m)=X(Cminus(i),p(Cminus(i))-m)-e; 
5.   elseif (t(Cminus(i))==0)&(p(Cminus(i))~=0) 
6. p(Cminus(i)),Cminus(i)-m)=X(p(Cminus(i)),Cminus(i)-m)-e;     X(
7.   end 
8.   i=i+1; 
9. end 
10. i=1; 
11. while Cplus(i)~=0 
12.   if (t(Cplus(i))==1) 
13.     X(Cplus(i),p(Cplus(i))-m)=X(Cplus(i),p(Cplus(i))-m)+e; 
14.   elseif t(Cplus(i))==0 
15. p(Cplus(i)),Cplus(i)-m)=X(p(Cplus(i)),Cplus(i)-m)+e;     X(
16.   end 
17. 1; i=i+
18. end 
19. if (k~=0)&(l~=0) 
20.   X(k,l)=inf; 
21. h)=e;   X(g,
22. elseif k==0 
23.   xv(l+m)=inf; 
24.   X(g,h)=e; 
25. elseif l==0 
26.   xv(k+m)=inf 
27. g,h)=e;   X(
28. end 
29. for i=1:length(Tcut) 

                                                 
3 min ,e, g, h, k, l, Tcut(), Cminus(), Cplus(), m, n, t(m+n), p(m+n), S(mxn), X(mxn), Ematrix(2xn), Fs(), Fd() 
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30.   if h+m==Tcut(i) 
31.     min=-min; 
32.   end 
33. end 
34. for i=1:length(Tcut) 
35.   if Tcut(i)<=m 
36.     for j=1:n 
37. Tcut(i),j)=S(Tcut(i),j)-min;       S(
38.     end 
39.   else 
40.     for j=1:m 
41.       S(j,Tcut(i)-m)=S(j,Tcut(i)-m)+min; 
42.     end 
43.   end 
44. end 
45. for j=1:n 
46.   if Ematrix(1,j)~=inf 
47. atrix(2,j)=S(Ematrix(1,j),j);     Em
48.   end 
49. end 
50. i=1; 
51. j=1; 
52. ; q=1
53. for i=1:length(Tcut)  
54.   if Tcut(i)<=m 
55.     tcr(j)=Tcut(i); 
56.     j=j+1; 
57.   else 
58.     tcc(q)=Tcut(i); 
59. q+1;     q=
60.   end 
61.   i=i+1; 
62. end 
63. 2=[]; Fs
64. if any(l+m==Fs) 
65.   i=1; 
66.   c=1; 
67.   while Fs(i)~=0 
68.     if Fs(i)<=m 
69.       if ~any(Fs(i)==tcr) 
70.         Fs2(c)=Fs(i); 
71.         c=c+1; 
72.       end 
73.     end 
74. i+1;     i=
75.   end 
76.   if c>1 
77.     for j=1:n 
78.       if Ematrix(1,j)~=inf | any(j+m==tcc) 
79. inf;         m3=
80.         for i=Fs2  
81.           if S(i,j)<m3 
82.             m3=S(i,j); 
83.             Ematrix(2,j)=S(i,j); 
84. atrix(1,j)=i;             Em
85.           end 
86.         end 
87.       end 
88.      end 
89.   end 
90.   else 
91.     Ematrix(1,h)=inf; 
92.     Ematrix(2,h)=inf; 
93.     for i=tcc 
94.       Ematrix(1,i-m)=inf; 
95. atrix(2,i-m)=inf;       Em
96.     end 
97.     for i=1:n 
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98.       if Ematrix(1,i)~=inf 
99.       for kk=tcr 
100. if S(kk,i)<Ematrix(2,i) 
101.   Ematrix(2,i)=S(kk,i); 
102.   Ematrix(1,i)=kk; 
103. end 
104. end 
105. end 
106. end 
107. end 

Αλγόριθµος 4.1.4 – Ο αλγόριθµος ανανέωσης των µεταβλητών του αλγορίθµου. 

Η ανανέωση του πίνακα Ematrix γίνεται από τη γραµµή 76 και µετά. Η διαδικασία είναι 
τέτοια έτσι ώστε να εξασφαλίζεται ότι ο πίνακάς πάντα θα έχει πεπερασµένες τιµές στις 
στήλες j  που ανήκουν στο σύνολο DF , οι οποίες πρέπει να αντιστοιχούν στον κόµβο  µε 
το ελάχιστο , . 

i

ijs Si F∈
  
4.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ  ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΗΣΗΣ 

Στη συνέχεια θα περιγράψουµε πως µπορεί ο αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το 
δάσος AKP να εφαρµοστεί για τη επίλυση του προβλήµατος αντιστοίχησης. Η παρουσίαση 
του αλγορίθµου αυτού για το πρόβληµα αντιστοίχησης έγινε στην εργασία [P1]. Θα 
παραθέσουµε την περιγραφή του αλγορίθµου, τη βηµατική του εκτέλεση σε µορφή 
ψευδοκώδικα καθώς και λεπτοµέρειες για έναν αποτελεσµατικό τρόπο προγραµµατισµού 
του αλγορίθµου. 
 
4.2.1 Περιγραφή του δάσους AKP για το πρόβληµα Αντιστοίχησης  

Το δάσος AKP για το πρόβληµα αντιστοίχησης κατασκευάζεται πολύ εύκολα. Έστω 
λοιπόν θέλουµε να λύσουµε ένα πρόβληµα αντιστοίχησης για το οποίο µας δίνεται ένας 
τετραγωνικός πίνακας δεδοµένων  διάστασης . Έστω  το δάσος AKP. To δάσος AKP 
θα αποτελείται από  υπόδεντρα , όπου  είναι ένα δέντρο που έχει ρίζα τον κόµβο 
στήλη

c
T

n F
n j jT

j . Τα βασικά δέντρα του δάσους υπολογίζονται ως εξής. Έστω , 
 είναι οι δυϊκές µεταβλητές που αντιστοιχούν στους κόµβους γραµµές και στους 

κόµβους στήλες του προβλήµατος. Έστω τώρα ,  είναι τα σύνολα των κόµβων γραµµών 
και των κόµβων στηλών του προβλήµατος αντίστοιχα. Αρχικά θέτουµε   

( ),  ( )i ju F v F
,i j n=1,...,

S D

 
( ) ,   jv F 0 j D= ∀ ∈  

 
Στη συνέχεια υπολογίζουµε  τις  δυϊκές  µεταβλητές  των  κόµβων  γραµµών ( )   

θέτοντας  
iu F

 
{ }( ) min : 1,..., ,   i iju F c j n i S= = ∀ ∈  

 
Τώρα είναι εύκολο να συµπεράνει κανείς ότι i S∀ ∈

ij

 θα υπάρχει  ώστε  
. Τότε το τόξο  θα είναι ένα βασικό τόξο του δάσους . Κάθε βασικό τόξο 

 του δάσους  αντιστοιχεί σε µια µεταβλητή απόφασης 

t D∈
( )iu F c=

( , )i j
it ( , )i t F

F x  τέτοια ώστε ijx 0=  αν το 
τόξο κατευθύνεται από πάνω προς τα κάτω και ijx 1=  διαφορετικά. Επειδή όµως όλα τα 
τόξα του δάσους κατευθύνονται από πάνω προς τα κάτω, θέτουµε F  ( , )ijx 1 i j ∈F= ∀ . Τα 
µειωµένα κόστη  µπορούν τώρα εύκολα να υπολογιστούν θέτοντας  ijs
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( ) ( ) ( )ij ij i js F c u F v F= − −  
 

Θα είναι πάντα , πράγµα που σηµαίνει ότι το δάσος AKP  είναι  δυϊκά  εφικτό(dual   ( ) 0ijs F ≥

feasible). Στη συνέχεια, θα πρέπει να υπολογίσουµε τα σύνολα  και SF DF  που χρησιµεύουν 
στον προσδιορισµό του εισερχόµενου τόξου ( , ) . Για να προσδιορίσουµε τα παραπάνω 
σύνολα θα πρέπει να ξέρουµε το βαθµό κάθε κόµβου στήλη 

g h
j . Έστω λοιπόν  ο βαθµός 

του κόµβου στήλη 
jd

j . Τα σύνολα  και SF DF  προσδιορίζονται µε βάση τις παρακάτω 
σχέσεις. 
 

{ }: 2S
j jF T d= ≥  
 

ενώ 
 

{ }: 2D
j jF T d= <  
 

Παρατηρούµε δηλαδή ότι στο σύνολο  περιέχονται τα δέντρα εκείνα  για τα οποία ο 

κόµβος 

SF jT

j  έχει τουλάχιστον 2 παιδιά. Στο σύνολο DF  θα περιέχονται όλα τα υπόλοιπα 
δέντρα . Παρακάτω, βλέπουµε µια γενική εικόνα του δάσους AKP για ένα jT n n×  
πρόβληµα αντιστοίχησης. 
 
 

1 2 3     ........... n

a b c k

1  1 1 111
1

 
Εικόνα 4.10 – Το δάσος AKP στη γενική µορφή του 

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε ένα παράδειγµα υπολογισµού του δάσους AKP. 
Παράδειγµα 4.3 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους 
 

3 3 19 10 27
0 1 42 46 77
70 32 43 71 90
34 1 0 0 8
1 7 34 65 7

C

− − 
 − 
 =
 
 
 − 

 

 
για ένα  πρόβληµα Αντιστοίχησης. Να προσδιορισθεί το δάσος ξεκινήµατος AKP και 
να υπολογισθούν τα στοιχεία 

5 5×
( ),  ( , )ijx F i j F∈ , ( ),  1,...,iu F i n= ,  και 

.  
( ),  1,...,jv F j n=

( ),ijs F F∉ ( , )i j



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                            Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου        Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

113

 
Λύση  
Αρχικά θέτουµε  και στη συνέχεια υπολογίζουµε τις δυϊκές µεταβλητές 
των κόµβων γραµµών θέτοντας  

( ) 0,  1,...,5jv F j= =

 
{ }( ) min : 1,..., ,   1,...,5i iju F c j n i= = =  

 
Εύκολα βρίσκουµε ότι 1 2 3 4 5( ) 27,  ( ) 1,  ( ) 32,  ( ) 0,  ( ) 7u F u F u F u F u F= − = − = =

F
= − . 

Συνεπώς τα βασικά τόξα του δάσους  θα είναι τα τόξα (1,5), (2,2), (3,2), (4,3)4 και (5,5). 
Το δάσος λοιπόν που προκύπτει είναι το παρακάτω: 

2 1 45

2 4

3

3

1   1   1   1

5

  1

FS FD

1
 

Εικόνα 4.11 – Το δάσος AKP του παραδείγµατός 4.3 

Για το παραπάνω δάσος θα είναι { }2 5,SF T T= και { }1 3 4, ,DF T T T= . Παρατηρείστε ότι στο 
παραπάνω δάσος οι κόµβοι – στήλες 1,4 είναι αποµονωµένοι (isolated) και ανήκουν στο 
σύνολο . Τέλος, ο αρχικός πίνακας  των µειωµένων κοστών θα είναι ο παρακάτω: SF ijs
 

30 24 46 37 0
1 0 43 47 78
38 0 11 39 58
34 1 0 0 8
8 14 41 72 0

s

 
 
 
 =
 
 
  

 

 
4.2.2 Περιγραφή του Αλγορίθµου 

Επειδή οι αλγόριθµοι που περιγράφουµε δουλεύουν µε ριζωµένα δέντρα, χρειάζεται να 
µετατρέψουµε το δάσος σε ένα ριζωµένο δέντρο . Αυτό µπορεί να γίνει πολύ εύκολα 
προσθέτοντας έναν ουδέτερο (neutral) κόµβο 0 και  τεχνητά (artificial) τόξα. Ο κόµβος 0 
είναι πλέον η ρίζα του δέντρου. Το δέντρο T  που προκύπτει συνδέεται µε τα σύνολα  και 

F T
n

SF
DF µε την παρακάτω σχέση: 

 
{( , ),  } {( , ),  }S D

r wT F r 0 T F 0 w T F= ∪ ∀ ∈ ∪ ∀ ∈  
 

Παρατηρείστε ότι τα τεχνητά τόξα κατευθύνονται από κόµβους στήλες του συνόλου  
προς τη ρίζα του δέντρου και από τη ρίζα του δέντρου προς τους κόµβους στήλες του 
συνόλου 

SF

DF . Οι µεταβλητές απόφασης των τεχνητών τόξων που περιέχουν τον κόµβο j -
είτε αυτός είναι κόµβος του  είτε του SF DF - έχουν πάντα θετικές τιµές και ίσες µε 2jd −  

                                                 
4 Αντί του τόξου (4,3), βασικό µπορεί να είναι και το τόξο (4,4), αφού  { }43 44 40 min ,  1,...,5jc c c j= = = =
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(προσέξτε ότι µε  εδώ συµβολίζουµε το βαθµό του κόµβου στήλη jd j  µετά την εισαγωγή 
των τεχνητών τόξων). 

1

 0

,f

 0

1

b

Συνεπώς το δέντρο που προκύπτει είναι και πρωτευόντως και δυϊκά εφικτό (primal 
and dual feasible). Ένα τέτοιο γενικό δέντρο για ένα n n×  πρόβληµα αντιστοίχησης φαίνεται 
στην εικόνα 4.12.   

1 2 3 n

a b c k

1  1 1

1
1  1

0

 1

 0

k........   .....

 2
  1

 
Εικόνα 4.12 – Ένα δέντρο γενικής µορφής που προκύπτει από το δάσος της εικόνας 4.11 

Ο αλγόριθµος ξεκινάει µε την επιλογή του εισερχόµενου τόξου ( , ) . Το εισερχόµενο τόξο 
επιλέγεται ακριβώς όπως επιλέγεται και στο πρόβληµα Μεταφοράς. ∆ηλαδή θέτουµε:  

g h

 
{ }( ) min ( ) : ,  S D

gh ijs T s T i F j Fδ = = ∈ ∈  
 

Έτσι, σχηµατίζεται ένας διακριτός κύκλος C  που αποτελείται πάντα από δύο τεχνητά τόξα. 
Το εξερχόµενο τόξο ( ,  επιλέγεται µε βάση το βαθµό του κόµβου στήλη h . ∆ιακρίνουµε 
λοιπόν τις εξής περιπτώσεις. Αν 

)k
( ) 2d h = , τότε εξερχόµενο είναι το µοναδικό προς τα κάτω 

τόξο ( ,  του δέντρου T . Αν τώρα )i h ( )d h 1 ( ) 3d f= ∧ > , όπου f  είναι ο κόµβος του 
συνόλου  που ανήκει στον κύκλο C  και είναι προσαρτηµένος στη ρίζα του δέντρου T , 
τότε το εξερχόµενο τόξο είναι το τόξο 

SF
( ,i f ),  0i ≠  που ανήκει στον κύκλο C  και είναι προς 

τα πάνω. Τέλος, αν , εξερχόµενο θα είναι το τόξο (( )d h 1 d= ∧ ( ) 3f = 0) . Στο σχήµα 4.13 
βλέπουµε τις δύο υποπεριπτώσεις επιλογής του εξερχόµενου τόξου όταν . ( )d h 1=

1 2 3 n

a b c k

1  1 1 1
1

1  1

0
 1

k........   .....

 2   1  0

d(h)=1
d(f)=3
(k,l)=(f,0)

1 2 3 n

a b c k

1  1 1 1
1

 1

0
 1

 0

k........   .....

 2   1  0

d(h)=1
d(f)>3
(k,l)=(i,f)

 Εικόνα 4.13 – Οι δύο περιπτώσεις επιλογής του εξερχόµενου τόξου όταν d(h)=1   
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Η ανανέωση των µειωµένων κοστών των τόξων του δέντρου γίνεται όπως και στους άλλους 
αλγορίθµους µε βάση τους κόµβους του αποκοµµένου δέντρου . Τέλος,  οι µεταβλητές 
απόφασης των τεχνητών τόξων  ή  τίθενται πάντα ίσες µε 

*T
( ,0)j (0, )j 2jd −  και τα σύνολα 

 και SF DF  καθορίζονται πάντα έτσι ώστε { }:j jF T d 3S = ≥  και { }: 3dD
j jF T= < . 

 
4.2.3 Η Πολυπλοκότητα του Αλγορίθµου 

Στη συνέχεια θα προσπαθήσουµε να υπολογίσουµε τη θεωρητική πολυπλοκότητα του 
αλγορίθµου. Για να το κάνουµε αυτό θα βασιστούµε στη γενική φιλοσοφία του αλγορίθµου. 
Ο αλγόριθµος µπορεί να χωριστεί σε στάδια(levels). Αυτό που γίνεται σε κάθε στάδιο είναι η 
επανάληψη των περιπτώσεων όπου ισχύει ( ) 2d h = , πράγµα που σηµαίνει ότι σε κάθε 
στάδιο έχουµε διαδοχική αύξηση του συνόλου , αφού κόβονται τόξα SF ( , ) Dk F∈ . Το 
τέλος ενός σταδίου σηµατοδοτείται από την εµφάνιση της περίπτωσης επιλογής εξερχόµενου 
τόξου όπου ισχύει  . Σε αυτήν την περίπτωση, το σύνολο  µειώνεται και αυξάνει 
το σύνολο 

( ) 1d h = SF
DF . Κάθε στάδιο αριθµείται µε τον αριθµό των κόµβων-στηλών µε βαθµό ίσο µε 

τη µονάδα. Έτσι, το στάδιο  έχει  κόµβους- στήλες  ώστε . Επειδή οι 
επαναλήψεις ενός σταδίου τερµατίζονται όταν εφαρµόζεται η περίπτωση όπου (και 
κόβεται το µοναδικό προς τα κάτω τόξο ), εύκολα βγαίνει το συµπέρασµα, ότι αν το 
στάδιο  έχει  κόµβους στήλες χωρίς παιδία, το στάδιο 

k k w

1

(d w) 1=
( ) 1d h =

( , )i h
k k k −  θα έχει πάντα  κόµβους 

τέτοιου είδους.  
1k −

Έστω λοιπόν  είναι το δέντρο στο στάδιο  και kT k 1kT −  είναι το δέντρο του 
αλγορίθµου στο στάδιο . Αν 1k − D

kF  είναι το σύνολο DF  του σταδίου , τότε το σύνολο k
D

kF

S
kF

 µπορεί να περιέχει το πολύ  κόµβους στήλες που έχουν τουλάχιστον ένα παιδί 
(µε βαθµό τουλάχιστον 2), αφού τουλάχιστον ένας κόµβος στήλη θα περιέχεται στο σύνολο 

 . Στη χειρότερη περίπτωση, δηλαδή στην περίπτωση όπου στο στάδιο , ο πρώτος από 
τους  κόµβους χωρίς παιδία επιλέγεται ως άκρο του εισερχόµενου τόξου αφού έχουν 
επιλεγεί όλοι οι άλλοι κόµβοι 

1−n k−

k
k

D
kj F∈  µε ( ) 2d j = , συµπεραίνουµε ότι στο στάδιο  θα 

έχουµε το πολύ 
k

1n k− −
( )d h =

 επαναλήψεις όπου θα εφαρµόζεται η περίπτωση επιλογής 
εξερχόµενου τόξου µε  µέχρι να εφαρµοστεί η περίπτωση όπου . Συνεπώς, 
µεταβαίνουµε από το δέντρο T  στο δέντρο T

2 (d h) 1=

k 1k−  το πολύ σε n k−  επαναλήψεις5.  
Για να υπολογίσουµε το συνολικό αριθµό επαναλήψεων του αλγορίθµου, ας 

θεωρήσουµε ότι αρχικά ο αλγόριθµος ξεκινάει από το στάδιο 1n − , δηλαδή, στο αρχικό 
δάσος όλοι οι κόµβοι γραµµές συνδέονται µε τον ίδιο κόµβο στήλη t 6 και έτσι υπάρχουν 

 αποµονωµένοι κόµβοι. Συνεπώς, για να φτάσει στο στάδιο 0 ο αλγόριθµος θα πρέπει 
να εκτελέσει το πολύ 

1n −

 

( ) ( ) ( ) ( )1

1

1
1 2 ... 1

2

n

k

n n
n k n n

−

=

−
− = − + − + + =∑  

 
επαναλήψεις, αφού σε κάθε στάδιο  εκτελούνται το πολύ k n k−  επαναλήψεις και ο 
αλγόριθµος περνάει το πολύ από  στάδια. Αποδείξαµε συνεπώς ότι οι επαναλήψεις που 
εκτελεί ο αλγόριθµος για την επίλυση ενός προβλήµατος Αντιστοίχησης µεγέθους  έχει 

1n −
n

                                                 
5 Ο ακριβής αριθµός των επαναλήψεων εξαρτάται σε ένα βαθµό από τα αρχικά δεδοµένα, και τον τρόπο 
κατασκευής του αρχικού δάσους. 
6 Αυτό µπορεί να συµβεί όταν { }  :  min ,  1,..., ,  1,...,it ijt c c j n i n∃ = = = .  
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άνω φράγµα ( 1
2

n n − ) 7 . Μένει να βρούµε το χρόνο ανά επανάληψη. Όλες οι λειτουργίες του 

αλγορίθµου(π.χ. ανανεώσεις µεταβλητών) παίρνουν το πολύ χρόνο . Η επιλογή του 

εισερχόµενου τόξου µε βάση τον ορισµό µπορεί να πάρει χρόνο 

( )O n

( )2O n

g h

, αφού µπορεί να 

χρειαστούν  συγκρίσεις. Εφαρµόζοντας όµως την τεχνική που χρησιµοποιήθηκε και στο 
πρόβληµα Μεταφοράς για την επιλογή του εισερχόµενου τόξου ( , ) , η πολυπλοκότητα 
πέφτει στο O n . Συνεπώς η πολυπλοκότητα 

2n

( ) ( )f n  του αλγορίθµου θα είναι  

( )3
2nn O= n

0, )j

j jd= <

T i∈

2 ( )f 3>
)
(d f ) =

0− > 0δ= <
*b T∈ (bjs T  j 1..n=

* ') ib ..n=
( ,i j

 

( )( 1) ( 1)( )
2 2

n n nf n O O
 − −

∈ =  
 

8 

 
4.2.4 Βηµατική Περιγραφή του Αλγορίθµου  

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο σε µορφή βηµάτων και βασισµένοι 
στα βήµατα του αλγορίθµου θα λύσουµε ένα πρόβληµα. 
 
ΒΗΜΑ 0:(Καθορισµός αρχικών µεταβλητών) 
Υπολόγισε το δάσος AKP µε τη µέθοδο που περιγράφηκε. Πρόσθεσε έναν ουδέτερο κόµβο 0 
και  τεχνητά τόξα της µορφής n ( ,0)j  ή ( . Έτσι κατασκευάζεται το αρχικό εφικτό 
δέντρο  του προβλήµατος. Καθόρισε τα σύνολα  και T SF DF  έτσι ώστε { }: 3S

j jF T d= ≥  

και { }: 3F TD . 
 
ΒΗΜΑ 1:(Έλεγχος βελτιστότητας) 
Εάν  τότε το δέντρο  είναι βέλτιστο και ο αλγόριθµος τερµατίζει, αλλιώς πήγαινε SF =∅ T
στο βήµα 2.  
 
ΒΗΜΑ 2:(Επιλογή εισερχοµένου τόξου) 
Υπολόγισε το εισερχόµενο τόξο ( , )  ελέγχοντας τα µειωµένα κόστη των µη βασικών g h
τόξων µε βάση τον τύπο { }min ijs s ( ) : ,S D

gh F jδ = = ∈ . F
 

Αν  τότε θέσε , αλλιώς αν ( )d h = ( , ) ( ( ), )k p h= h ( ) 1d h d= ∧  θέσε  ( , ) ( , )k i f=
όπου  το µοναδικό προς τα πάνω τόξο που ανήκει στον κύκλοC , αλλιώς αν ( ,i f

( ) 3d h 1= ∧  θέσε ( , . ) ( ,0)k f=

ΒΗΜΑ 3:(Επιλογή εξερχόµενου τόξου) 

 
ΒΗΜΑ 4:(Ανανέωση των µεταβλητών) 
Υπολόγισε το δέντρο *  που είναι το δέντρο που αποκόβεται από τη ρίζα όταν αφαιρείται T
το εξερχόµενο τόξο. Αν  θέσε *h T∈ q δ= , αλλιώς θέσε  q . Στη συνέχεια εάν 
ο κόµβος  είναι κόµβος-γραµµή θέσε ') ( )bjs T  ,q= −  αλλιώς (δηλαδή ο 
κόµβος b T  είναι κόµβος στήλη θέσε ∈ (ibs T ( )  , s T q i 1+ = .(Ανανεώνονται οι τιµές 

ijs  των τόξων  που προσπίπτουν σε κόµβους που ανήκουν στο δέντρο T ) ) *
                                                 
7 Μπορούµε να κατασκευάσουµε δεδοµένα –ορισµένα ως συνάρτηση του n - που να πετυχαίνουν ακριβώς n(n 
– 1 )/2 επαναλήψεις.    
8 Θυµίζουµε ότι ( ) 0 0( ) ( )  , :f n O g n c n n n∈ ⇔ ∃ ∀ ≥  είναι ( ) ( )f n cg n≤  
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ΒΗΜΑ 5:(Ανανέωση του τρέχοντος δέντρου) 
Θέσε T  και πήγαινε στο βήµα 1. 'T=
 
Παράδειγµα 4.4 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους  
 

3 3 19 10 27
0 1 42 46 77
70 32 43 71 90
34 1 0 0 8
1 7 34 65 7

C

− − 
 − 
 =
 
 
 − 

 

 
για ένα  πρόβληµα Αντιστοίχησης. Να λυθεί το πρόβληµα χρησιµοποιώντας τον 
αλγόριθµο Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δάσος AKP.   

5 5×

Λύση 
Τα δεδοµένα του παραδείγµατος είναι ίδια µε τα δεδοµένα του παραδείγµατος 4.3. Συνεπώς,  
αφού έχουµε υπολογίσει το δάσος AKP, προχωράµε στην πρώτη επανάληψη του 
αλγορίθµου. 
Επανάληψη 1 

2 1 4

2 4

3

3

  1    1   1

5

   1

0

  1  1   0

30 24 46 37 1
1 1 43 47 78

38 1 11 39 58
34 1 1 0 8
8 14 41 72 1

5

1

 1

 1  1

 -1

 -1

 +1

2

1 4

2 4

3

3

  1

5

    1

0

 1   0

5

1

 1

 1    0

  0

  1

  1

30 25 46 37 1
1 0 42 46 77

37 1 10 38 57
34 2 1 0 8
8 15 41 72 1

 
Εικόνα 4.14 – Η πρώτη επανάληψη του αλγορίθµου 

• Είναι { } { }1, 2,3,5  , 1,3, 4S DF F= = , { } 21min ( ) : , 1S D
ijs T i F j F sδ = ∈ ∈ = = , 

συνεπώς   ( , ) (2,1)g h =  
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• Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν στην περιγραφή του αλγορίθµου θα πρέπει να βρούµε 

το βαθµό του κόµβου . Είναι h ( ) (1) 1d h d= = , άρα θα πρέπει να ελέγξουµε και το 
βαθµό του κόµβου f , όπου f  είναι ο µοναδικός κόµβος - στήλη που κρέµεται από 
τη ρίζα του δέντρου και ανήκει στον κύκλο  της επανάληψης. Συνεπώς 2  και 

, άρα εξερχόµενο θα είναι το τόξο 
C

( ,
f =

( ) 3d f = ) ( ,0) (2,0k f )= = . 
• Η ανανέωση των τιµών των µεταβλητών απόφασης και των µειωµένων κοστών 

γίνεται µε βάση τον κύκλο  και του αποκοµµένου δέντρου *  και φαίνεται 
αναλυτικά στο σχήµα 4.14.  

C T

  
Επανάληψη 2 

2

1 4

2 4

3

3

  1

5

    1

0

 1   0

5

1

 1

 1
   0

  0

  1

  1

2

1

4

2

4

3

3

  1

5

     1

0

 1   0

5

1

 1

 1

  0

  1

  1

  0

30 25 46 37 1
1 0 42 46 77

37 1 10 38 57
34 2 1 0 8
8 15 41 72 1

    +8

     -8      -8

      +8

22 17 46 37 1
1 0 50 54 85

37 1 18 46 65
26 -6 1 0 8
0 7 41 72 1

Εικόνα 4.15 – Η δεύτερη επανάληψη του αλγορίθµου 
 

• Είναι { } { }1,5  , 1, 2,3, 4S DF F= = , { } 51min ( ) : , 8S D
ijs T i F j F sδ = ∈ ∈ = = , συνεπώς  

 ( , )g h (5,1)=  
• Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν στην περιγραφή του αλγορίθµου θα πρέπει να βρούµε 

το βαθµό του κόµβου . Είναι h ( ) (1) 2d h d= = ,  άρα ( , ) ( ( ), ) (0,1)k p h h= = . 
• Η ανανέωση των τιµών των µεταβλητών απόφασης και των µειωµένων κοστών 

γίνεται µε βάση τον κύκλο  και του αποκοµµένου δέντρου *  και φαίνεται 
αναλυτικά στο σχήµα 4.15.  

C T
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Επανάληψη 3 

2

1

4

2

4

3

3

  1

5

     1

0

 1   0

5

1

 1

 1

  0

  1

  1

  0

22 17 46 37 1
1 0 50 54 85

37 1 18 46 65
26 -6 1 0 8
0 7 41 72 1

2

1

4

2

4

3

3

  1

5

     1

0

 1

5

1

 1

 1

  0

  1

  1

  0

22 17 28 37 1
1 0 32 54 85

37 1 0 46 65
44 12 1 18 26
0 7 23 72 1

  0

 +18

 -18  
Εικόνα 4.16 – Η τρίτη επανάληψη του αλγορίθµου. 

• Είναι { } { }1, 2,3,5  , 3, 4S DF F= = , { } 33min ( ) : , 18S D
ijs T i F j F sδ = ∈ ∈ = = , άρα 

.  ( , )g h (3,3)=

• Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν στην περιγραφή του αλγορίθµου θα πρέπει να βρούµε 
το βαθµό του κόµβου . Είναι h ( ) (3) 2d h d= = ,  άρα ( , ) ( ( ), ) (0,3)k p h h= = . 

• Η ανανέωση των τιµών των µεταβλητών απόφασης και των µειωµένων κοστών 
γίνεται µε βάση τον κύκλο  και του αποκοµµένου δέντρου *  και φαίνεται 
αναλυτικά στο σχήµα 4.16.  

C T

• Επειδή , ο αλγόριθµος συνεχίζει να εκτελείται. 
SF ≠ ∅
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Επανάληψη 4 

2

1

4

2

4

3

3

  1

5

     1

0

 1

5

1

 1

 1

  0

  1

  1

  0

22 17 28 37 1
1 0 32 54 85

37 1 0 46 65
44 12 1 18 26
0 7 23 72 1

  0

0

4

4

3

3

2

2

1

5

1

5

 1

 1

 1

 1

 1

   0

    0

   0

   0

   0

22 17 28 19 1
0 1 32 36 85

37 0 1 28 65
44 12 0 1 26
1 7 23 54 0

  -18

  -18

  -18

  -18

  -18
  +18  +18  +18  +18

Εικόνα 4.17 – Η τέταρτη επανάληψη του αλγορίθµου 
 

• Είναι { } { }1, 2,3, 4,5  , 4S DF F= = , { } 44min ( ) : , 18S D
ijs T i F j F sδ = ∈ ∈ = = ,συνεπώς  

 ( , )g h (4,4)=  
• Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν στην περιγραφή του αλγορίθµου θα πρέπει να βρούµε 

το βαθµό του κόµβου . Είναι h ( ) (4) 1d h d= = ,  άρα θα πρέπει να ελέγξουµε και το 
βαθµό του κόµβου f , όπου f  είναι ο µοναδικός κόµβος - στήλη που κρέµεται από 
τη ρίζα του δέντρου και ανήκει στον κύκλο  της επανάληψης. Συνεπώς 5  και 

, άρα εξερχόµενο θα είναι το τόξο 
C f =

( ) 3d f = ( , ) ( ,0) (5,0)k f= = . Σε αυτήν την 
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επανάληψη ο αλγόριθµος περνάει στο στάδιο 0 και συνεπώς τερµατίζεται η 
εκτέλεση. Παρατηρείστε ότι είναι SF =∅ .  

• Η ανανέωση των τιµών των µεταβλητών απόφασης και των µειωµένων κοστών 
γίνεται µε βάση τον κύκλο  και του αποκοµµένου δέντρου *  και φαίνεται 
αναλυτικά στο σχήµα 4.17.  

C T

 

4.2.5 Προγραµµατισµός του Αλγορίθµου 
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τον ψευδοκώδικα του αλγορίθµου και τις πιο σηµαντικές 
συναρτήσεις. 
 
Αλγόριθµος Α3 
Ο παρακάτω αλγόριθµος λύνει το πρόβληµα Αντιστοίχησης , χρησιµοποιώντας το αλγόριθµο Παπαρρίζου  µε 
ξεκίνηµα το δάσος AKP. 
Είσοδος: Ο πίνακας κόστους C(nxn). 
Έξοδος : Η λύση του προβλήµατος Αντιστοίχησης  X(nxn). 
 

1. [X,S]=AKPtree(C,n); 
2. p=NodeFather(X,n); 
3. d=InitializeNodeDepth(p,n); 
4. [Fs,Fd]=SupplyDemandSets(X,n,p); 
5. Ematrix=Initialize(S,Fs,Fd,n); 
6. Fs=[]; 
7. Fd=[]; 
8. while count<2*n 
9.   [Fs,Fd]=SupplyDemandSets(X,n,p); 
10.   count=0; 
11.   for q=1:2*n  
12.     if Fs(q)==0 
13.       count=count+1; 
14.     end 
15.   end 
16.   if count<2*n 
17.     iterations=iterations+1; 
18.     [min,g,h,f,Circle]=EnteringArc(S,Fs,Fd,n,p,Ematrix); 
19.     xv=ArcHelp(Fs,Fd,p,n); 
20.     deg=degree(X,xv,n); 
21.     [k,l,xv,p,upwards,Tcut]=LeavingArc(g,h,deg,f,Circle,p,n,xv); 
22.     [e1,e2,f1,z]=Steam(p,g,h,k,l,d,n,Tcut); 
23.     d=UpdateNodeDepth(p,n,Tcut,z,d,e1,e2,f1); 
24.     p=UpdateNodeFather(p,z,e2,f1); 
25.     [Ematrix,S,X]=UpdateVariables(....9); 
26.   end 
27. end 
28. [Fs,Fd]=SupplyDemandSets(X,n,p); 

 

Αλγόριθµος 4.2.1 – Ο κώδικας υλοποίησης του αλγορίθµου 

Παρατηρούµε ότι ο παραπάνω κώδικας δεν διαφέρει σηµαντικά στη φιλοσοφία του από τους 
κώδικες των άλλων αλγορίθµων. Στις πρώτες γραµµές γίνεται η αρχικοποίηση των 
µεταβλητών που θα χρησιµοποιήσει ο αλγόριθµος. Έτσι, αρχικοποιούνται το δάσος AKP, το 
διάνυσµα βάθους, το διάνυσµα πατέρα-κόµβου, ο πίνακας Ematrix που χρησιµεύει στην 
επιλογή του εισερχόµενου τόξου . ( , )g h
 

• [k,l,xv,p,upwards,Tcut]=LeavingArc(g,h,deg,f,Circle,p,n,xv) 
 
                                                 
9 g,h,k,l,d,upwards,n,p,X,S,Tcut,min,Ematrix,deg,Fs,Fd 
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Αλγόριθµος LeavingArc 
Ο παρακάτω αλγόριθµος καθορίζει το εξερχόµενο τόξο . 
Είσοδος: g, h, deg(n), f, Circle(), p(2n), n, xv()  
Έξοδος : k, l, xv(), p(2n), upwards, Tcut 
 

1. function [k,l,xv,p,upwards,Tcut]=LeavingArc(g,h,deg,f,Circle,p,n,xv) 
2. if deg(h)==2 
3.   k=p(h+n); 
4.   l=h; 
5.   start=l+n; 
6.   Tcut=Preorder(start,p,n); 
7.   if p(h+n)==0 
8.     xv(h)=inf; 
9.   end 
10. wards=0;   up
11. end 
12. if deg(h)==1 
13.   if deg(f-n)>3 
14.     upwards=1; 
15.     i=1; 
16.     while Circle(i)~=0 
17.       if p(Circle(i))==f 
18.         k=Circle(i); 
19.         l=f-n; 
20.       end 
21.     i=i+1; 
22.   end 
23.   start=k; 
24.   Tcut=Preorder(start,p,n); 
25.   if p(h+n)==0 
26.     xv(h)=0; 
27.   else 
28.    i=i+1; 
29.    while Circle(i)~=0 
30.      i=i+1; 
31.    end 
32.   xv(Circle(i)-n)=0; 
33.   end 
34.   xv(f-n)=xv(f-n)-1; 
35.   elseif deg(f-n)==3 
36.     k=f-n; 
37.     l=0; 
38.     start=f; 
39.     Tcut=Preorder(start,p,n); 
40.     xv(f-n)=inf; 
41.     upwards=1; 
42.     i=1; 
43.     while Circle(i)~=h+n 
44.       i=i+1; 
45.     end 
46.     if p(h+n)==0 
47.       xv(h)=0; 
48.     else 
49.      j=i; 
50.      while Circle(j)~=0 
51.        j=j-1; 
52.      end 
53.     xv(Circle(j)-n)=0; 
54.     end 
55.   end 
56. end 

Αλγόριθµος 4.2.2 – Επιλογή του εξερχόµενου τόξου 

Στον παραπάνω κώδικα βλέπουµε ότι επιλογή του εξερχόµενου τόξου γίνεται ακριβώς όπως 
περιγράφηκε στη θεωρία, δηλαδή ανάλογα µε το βαθµό του κόµβου του κόµβου . h
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Συνεπώς, ελέγχονται όλες οι περιπτώσεις που αναφέρθηκαν στην περιγραφή του αλγορίθµου 
( ( ). Ο αναλυτικός έλεγχος γίνεται για 
την πρώτη περίπτωση στις γραµµές 2-11, ενώ στις υπόλοιπες γραµµές εξετάζονται οι άλλες 
περιπτώσεις.  

( ) 2) ( ( ) 1 ( ) 3) ( ( ) 1 ( ) 3)d h d h d f d h d f= ∨ = ∧ > ∨ = ∧ =

( ) 0xv j >
( )xv j 0jx

( ) 0xv j ≤
xv j− 0x

( )xv j = ∞
j

 
• xv = ArcHelp(Fs,Fd,p,n) 

 
Αλγόριθµος ArcHelp 
Αποθήκευση των µεταβλητών απόφασης των τεχνητών τόξων . 
Είσοδος: Fs(), Fd(), p(2n), n 
Έξοδος : xv(n) 
     

1. function xv=ArcHelp(Fs,Fd,p,n)  
2. i=1; 
3. while Fs(i)~=0 
4.   if ((Fs(i)>n)&(p(Fs(i))==0)) 
5. now1=0;   deg
6.   for j=1:n 
7.     if p(j)==Fs(i) 
8.       degnow1=degnow1+1; 
9.     end 
10.   end 
11.   xv(Fs(i)-n)=degnow1-1; 
12.   elseif (Fs(i)>n)&(p(Fs(i))~=0) 
13.     xv(Fs(i)-n)=inf; 
14.   end 
15.   i=i+1; 
16. end 
17. j=1; 
18. while Fd(j)~=0 
19.   if (Fd(j)>n)&(p(Fd(j))==0) 
20.     degnow2=0; 
21.     for k=1:n 
22.       if p(k)==Fd(j) 
23.         degnow2=degnow2+1; 
24.       end 
25.     end 
26.     if degnow2==0 
27.       xv(Fd(j)-n)=-1; 
28.     else 
29.       xv(Fd(j)-n)=0; 
30.     end 
31.   elseif (Fd(j)>n)&(p(Fd(j))~=0) 
32.     xv(Fd(j)-n)=inf; 
33.   end 
34. j=j+1; 
35. end 

Αλγόριθµος 4.2.3 – Αποθήκευση των µεταβλητών απόφασης των τεχνητών τόξων  
 
Με την παραπάνω συνάρτηση, παράγουµε ένα διάνυσµα xv  θέσεων όπου µπορούµε να 
αποθηκεύσουµε τις µεταβλητές απόφασης των τεχνητών τόξων του δέντρου. Οι τιµές που 
παίρνει το διάνυσµα κωδικοποιούνται ως εξής: 

n

• Αν , τότε έχουµε ένα τεχνητό τόξο της µορφής ( ,0)j  µέσω του οποίου 
µεταφέρονται  µονάδες, δηλαδή ισχύει ( )xv j= . 

• Αν , τότε έχουµε ένα τεχνητό τόξο της µορφής (0, )j  µέσω του οποίου 
µεταφέρονται ( )  µονάδες, δηλαδή ισχύει ( )j xv j= − . 

• Αν , τότε δεν υπάρχει τεχνητό τόξο της µορφής που να περιέχει τον κόµβο 
. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 
Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΠΑΠΑΡΡΙΖΟΥ 
 
( ΞΕΚΙΝΗΜΑ ME ∆ΑΣΟΣ ΑΠΛΟΥ ΞΕΚΙΝΗΜΑΤΟΣ ) 
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Στο  κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το 
δάσος απλού ξεκινήµατος. Ο αλγόριθµος αυτός παρουσιάσθηκε πρώτη φορά για το 
πρόβληµα Μεταφοράς στην εργασία[P1] από τον καθηγητή του τµήµατος Κ. Παπαρρίζο. 
Πρόκειται για έναν αλγόριθµο τύπου Simplex(Simplex Type Algorithm). To δάσος απλού 
ξεκινήµατος που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος δεν είναι ούτε πρωτίστως ούτε δϋικά εφικτό.  
 
5.1  ΕΦΑΡΜΟΓΗ  ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 

Ο αλγόριθµος λύνει ένα m n×  πρόβληµα Μεταφοράς σε χρόνο το πολύ 
 και το πολύ σε  επαναλήψεις , όπου   η συνολική ζήτηση 

και 
( ( )O d m n D+

{
) 2( 1) /dD d d− − D

}min ,d = m n [P1]. Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε την αρχική λύση που χρησιµοποιεί 
ο αλγόριθµος που θα περιγράψουµε.    
 
5.1.1 Περιγραφή του ∆άσους Απλού Ξεκινήµατος για το πρόβληµα Μεταφοράς  

Το δάσος απλού ξεκινήµατος είναι πάρα πολύ εύκολο στην κατασκευή του. Το δάσος 
απλού ξεκινήµατος δεν περιέχει καθόλου τόξα αλλά αποτελείται µόνο από κόµβους. Επίσης, 
όπως και στο δάσος AKP, το δάσος απλού ξεκινήµατος χωρίζεται σε δύο σύνολα το 
πλεονασµατικό δάσος (surplus forest) και το ελλειµµατικό δάσος SF DF (deficit forest). Το 
δάσος  περιέχει αρχικά όλους τους κόµβους γραµµές, ενώ το δάσος SF DF  περιέχει αρχικά 
όλους τους κόµβους στήλες. Στη γενικότερη περίπτωση, µπορούµε να πούµε ότι το δάσος 
απλού ξεκινήµατος αποτελείται από m n+  υπόδεντρα T , όπου  µπορεί να είναι ή κόµβος 
γραµµή ή κόµβος στήλη. Ένα γενικό δάσος απλού ξεκινήµατος για ένα  πρόβληµα 
Μεταφοράς φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

w w
m n×

 

1 2 3 m............. 1 2 3 n.............

FS FD

 
Εικόνα 5.0 – Ένα γενικό δάσος απλού ξεκινήµατος για ένα πρόβληµα Μεταφοράς 

 
Αρχικά, οι δυϊκές µεταβλητές όλων των κόµβων του δάσους τίθενται ίσες µε το µηδέν. Έτσι 
θα είναι  
 

( ) 0,  S
iu F i F= ∀ ∈  

 
και  
 

( ) 0,  D
jv F j F= ∀ ∈  

 
Συνεπώς, τα µειωµένα κόστη των τόξων ( ,  θα είναι )i j ( ) ( ) ( )ij ij i j ijs F c u F v F c= − − =  
Παράδειγµα 5.1 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους  
 

5 49 28 20 47 43
19 62 32 61 0 13

2 63 14 46 28 53
1 50 41 26 59 0

C

− 
 
 =
 −
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τα διανύσµατα προσφοράς  και ζήτησης [ ]5 2 7 6a =  και [ ]2 3 7 2 1 5b =

m

  
αντίστοιχα για ένα  πρόβληµα Μεταφοράς. Να προσδιορισθεί το δάσος απλού 
ξεκινήµατος και να υπολογισθούν τα στοιχεία, 

4 6×
( ),  1iu F i ,...,= ,  και 

. 
( ),  1,...,jv F j n=

( ),  ( , )ijs F i j F∉
Λύση: 
Το δάσος απλού ξεκινήµατος για το 4 6× πρόβληµα Μεταφοράς που έχουµε να λύσουµε 
είναι το παρακάτω: 

1 2 3 1 2 3 6

FS FD

4 4 5
 

Εικόνα 5.1 – Το δάσος απλού ξεκινήµατος του παραδείγµατος 

 
Τα στοιχεία που αντιστοιχούν στο παραπάνω δάσος θα είναι [ ]0 0 0 0u = , 

[ ]0 0 0 0 0 0v =  και  
 

5 49 28 20 47 43
19 62 32 61 0 13

2 63 14 46 28 53
1 50 41 26 59 0

S C

− 
 
 = =
 −
 
 

. 

 
5.1.2 Περιγραφή του Αλγορίθµου 

Όπως και οι προηγούµενοι αλγόριθµοι που παρουσιάσθηκαν, έτσι και αυτός ο 
αλγόριθµος δουλεύει µε δέντρα. Συνεπώς, πρέπει να βρούµε έναν τρόπο µετατροπής του 
δάσους απλού ξεκινήµατος σε ένα ριζωµένο δέντρο. Αυτό µπορεί εύκολα να επιτευχθεί αν 
προσθέσουµε   τεχνητά τόξα (artificial arcs) και έναν ουδέτερο κόµβο (neutral node) 
0. Τα τεχνητά τόξα του δέντρου θα είναι της µορφής  για κάθε κόµβο γραµµή  και 
αντίστοιχα θα είναι της µορφής  για κάθε κόµβο στήλη 

m n+
( ,0)i i

(0, )j j . Αρχικά υπολογίζουµε τις 
µεταβλητές απόφασης των τεχνητών τόξων  και µε τρόπο που να ικανοποιούνται 
οι περιορισµοί του προβλήµατος. Συνεπώς, θέτουµε 

( ,0)i (0, )j

 
0 0i ix a= ≥  

και  
0 0j jx b= ≥  

 
, όπου a το - διάστατο διάνυσµα προσφοράς και b το n - διάστατο διάνυσµα ζήτησης.  m

1 2 3 m............. 1 2 3 n.............

0

 
Εικόνα 5.2- Το δέντρο που παράγεται από το δάσος της εικόνας 5.0  
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Ένα γενικό δέντρο που παράγεται από ένα δάσος απλού ξεκινήµατος είναι αυτό του 
σχήµατος 5.2. Κατά τη διάρκεια εκτέλεσης του αλγορίθµου τα σύνολα  και SF DF  
προσδιορίζονται έτσι ώστε  
 

{ }:S
iF T i I= ∈  

και  
{ }:D

jF T j J= ∈  
 

,όπου I το σύνολο των κόµβων γραµµών του προβλήµατος και το σύνολο κόµβων στηλών 
του προβλήµατος.  

J

Ο αλγόριθµος έχει την ίδια περίπου φιλοσοφία µε αυτόν που παρουσιάσθηκε στο 
προηγούµενο κεφάλαιο. Αρχικά, επιλέγεται το εισερχόµενο τόξο  χρησιµοποιώντας τη 
σχέση  

( , )g h

 
{ }min ( ) : ,S D

gh ijs s T i F jδ = = ∈ ∈F  
 

Το εξερχόµενο τόξο  επιλέγεται µε τον κανόνα του Cunninghum[Cun] µε τον τρόπο 
που είδαµε και στους προηγούµενους αλγορίθµους. Οι ανανεώσεις των µεταβλητών 
απόφασης καθώς και των µειωµένων κοστών των τόξων  γίνεται ακριβώς µε τον ίδιο 
τρόπο που είδαµε και στους άλλους αλγορίθµους. Ακολουθεί η βηµατική περιγραφή του 
αλγορίθµου. 

( , )k

( , )i j

 
5.1.3 Βηµατική Περιγραφή του Αλγορίθµου 

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο σε µορφή βηµάτων και βασισµένοι 
στα βήµατα του αλγορίθµου θα λύσουµε ένα πρόβληµα. 
 
ΒΗΜΑ 0:(Καθορισµός αρχικών µεταβλητών) 
Υπολόγισε το δάσος απλού ξεκινήµατος  . Καθόρισε τα σύνολα  και  F SF DF   µε τη 
µέθοδο που περιγράψαµε. Κατασκεύασε το αρχικό δέντρο  προσθέτοντας έναν τεχνητό T
κόµβο 0 και  τα τεχνητά τόξα , θέτοντας ( ,0)i 0i ix a 0= ≥  για κάθε  και , Si F∈ (0, )j
θέτοντας   για κάθε 0 0j jx b= ≥ Dj F∈ .  
 
ΒΗΜΑ 1:(Έλεγχος βελτιστότητας) 
Αν , δηλαδή εάν δεν υπάρχουν υπόδεντρα  τέτοια ώστε ο κόµβος  να είναι SF =∅ iT i
κόµβος γραµµή, τότε το δέντρο  είναι βέλτιστο και ο αλγόριθµος τερµατίζει, αλλιώς T
πήγαινε στο βήµα 2.  
 
ΒΗΜΑ 2:(Επιλογή εισερχοµένου τόξου) 
Υπολόγισε το εισερχόµενο τόξο ( , )  ελέγχοντας τα µειωµένα κόστη των µη βασικών g h
τόξων µε βάση τον τύπο { }min ijs s ( ) : ,S D

gh T i F jδ = = ∈ ∈F . 
 
ΒΗΜΑ 3:(Επιλογή εξερχόµενου τόξου) 
Υπολόγισε τα σύνολα τόξων C+ , C−  και καθόρισε τη µεταβλητή ε , θέτοντας 

{ }min ( ) : ( , )ijx T i j Cε −= ∈ .Βρες το σύνολο C′  των επιλέξιµων τόξων, θέτοντας 

{ }( , ) :   ( )ijC i j C x T ε−′ = ∈ = . Επέλεξε το εξερχόµενο τόξο ( , )k C−∈  µε τον κανόνα του 
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Cunningham, δηλαδή το εξερχόµενο τόξο θα είναι το πρώτο επιλέξιµο τόξο ( , )r t C−∈  που 
συναντάµε κατά την διάσχιση του κύκλου , ξεκινώντας από τη ρίζα του δέντρου.    C

( ,i j ( )ijx T ε=

δ= *b T∈
j *b T∈

 , i ijs

9 2

3
0

3 7 2

6

0

 
ΒΗΜΑ 4:(Ανανέωση των µεταβλητών) 
Θέσε  για κάθε τόξο ) C−∈  και αντιστοίχως ( )ijx T ′ +  για 

κάθε τόξο . Στη συνέχεια ανανέωσε τα σύνολα .Υπολόγισε το δέντρο T  ( , )i j C+∈ ,S DF F *
που είναι το δέντρο που αποκόβεται από τη ρίζα όταν αφαιρείται το εξερχόµενο τόξο. Αν 

*h T∈  θέσε 0q δ= − > , αλλιώς θέσε  0q < . Στη συνέχεια εάν ο κόµβος  είναι 
κόµβος-γραµµή θέσε  αλλιώς (δηλαδή ο κόµβος  είναι ( ') ( )bjs T s T= −  , 1,...,n=bj q
κόµβος-στήλη) θέσε .(Ανανεώνονται οι τιµές  των τόξων ( ') ( )ibs T s T= + 1,...,m=ib q
( , )i j  που προσπίπτουν σε κόµβους που ανήκουν στο δέντρο *T ) 

( ) ( )ij ijx T x T ε′ = −

 
ΒΗΜΑ 5:(Ανανέωση του τρέχοντος δέντρου) 
Θέσε 'T  και πήγαινε στο βήµα 1. T=
 
Μια πιο αυστηρή βηµατική περιγραφή του αλγορίθµου περιέχεται στην εργασία [P1].  
 
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε την ακριβή επίλυση ενός παραδείγµατος. Θα 
χρησιµοποιήσουµε τα δεδοµένα που χρησιµοποιήσαµε στο παράδειγµα 5.1. 
Παράδειγµα 5.2 
 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους  
 

5 4 8 20 47 43
19 62 32 61 0 13

2 6 14 46 28 53
1 5 41 26 59 0

C

− 
 
 =
 −
 
 

 

 
τα διανύσµατα προσφοράς  και ζήτησης [ ]5 2 7 6a =  και [ ]2 1 5b =   
αντίστοιχα για ένα 4 6×  πρόβληµα Μεταφοράς. Na λυθεί µε τον αλγόριθµο Παπαρρίζου 
και να χρησιµοποιηθεί ως αρχική εφικτή λύση το δάσος απλού ξεκινήµατος.  
Λύση: 
Το δέντρο ξεκινήµατος που προκύπτει από το δάσος του παραδείγµατος 5.1 είναι το 
παρακάτω: 
 

1 2 3 1 2 3
 

4 4 5

5 2 7 6 2  3 7 2  1 5

Εικόνα 5.3 – Το αρχικό δέντρου απλού ξεκινήµατος 

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τις επαναλήψεις του αλγορίθµου. 
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Επανάληψη 1 
• Είναι { }1,2,3, 4SF = , { }1, 2,3, 4,5,6DF = . 

• { } 11min ( ) : , 5S D
gh ijs s T i F j Fδ = = ∈ ∈ = − = s , άρα ( , ) (1,1)g h =  

• { } 01min ( ) : ( , ) 2k ijx x T i j T xε = = ∈ = = , άρα ( , ) (0,1)k = 1 

• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών απόφασης και µειωµένων κοστών φαίνεται 
στο παρακάτω σχήµα2 3: 

1 2 3 1 2 3 64 4 5

0

5 2 7 6
2(-)

 3 7 2  1 5

(+)

(-)

-5 49 28 20 47 43
19 62 32 61 0 18
-2 63 14 46 28 53
1 50 41 26 59 0

1 2 3

1

2 3 64 4 5

0

3 2 7 6    3   7  2  1 5

2

 +5

2 49 28 20 47 43
24 62 32 61 0 18
3 63 14 46 28 53
6 50 41 26 59 0

 
Εικόνα 5.4 – Η πρώτη επανάληψη του αλγορίθµου 

Επανάληψη 2 
• Είναι { }1,2,3, 4SF = , { }2,3, 4,5,6DF = . 

                                                 
1 Το σύνολο αποτελείται από τα τεχνητά τόξα (1,0) και (0,1) και είναι x10=5, x01=2 , συνεπώς αφού x01<x10, 
το εξερχόµενο τόξο θα είναι το (0,1).  

C−

2 Παρατηρείστε ότι στο αρχικό δάσος του προβλήµατος, τα µοναδικά βασικά τόξα είναι τα τεχνητά τόξα του 
προβλήµατος. Σταδιακά, τα τόξα αυτά θα αρχίσουν να αποκόβονται έτσι ώστε στο βέλτιστο δέντρο να µην 
υπάρχουν(ή αν υπάρχουν θα έχουν µηδενισµένη την αντίστοιχη  µεταβλητή απόφασης). 
3 Το δέντρο T αποτελείται σε αυτήν την επανάληψη µόνο από έναν κόµβο, τον κόµβο – στήλη 1. Έτσι, για 
την ανανέωση του πίνακα των µειωµένων κοστών της επανάληψης, προσθέτουµε +5 στην πρώτη στήλη του 
πίνακα, πράγµα που φαίνεται στην εικόνα 5.4.  

*
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• { } 25min ( ) : , 0S D
gh ijs s T i F j Fδ = = ∈ ∈ = = s , άρα ( , ) (2,5)g h = . 

• { } 05min ( ) : ( , ) 1k ijx x T i j T xε = = ∈ = = , άρα ( , ) (0,5)k = . 

• Η αναλυτική ανανέωση των µεταβλητών απόφασης και µειωµένων κοστών φαίνεται 
στο παρακάτω σχήµα: 

1 2 3

1

2 3 64 4 5

0

3 2 7 6    3   7  2  1 5

2

2 49 28 20 47 43
24 62 32 61 0 18
3 63 14 46 28 53
6 50 41 26 59 0

1 2 3

1

2 3 64 4

5

0

3 1 7 6    3   7  2

 1

 5

 2

2 49 28 20 47 43
24 62 32 61 1 18
3 63 14 46 28 53
6 50 41 26 59 0

-0

 
Εικόνα 5.5 – Η δεύτερη επανάληψη του αλγορίθµου 
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∆ε θα παρουσιάσουµε όλες τις επαναλήψεις του αλγορίθµου, θεωρώντας ότι ο αναγνώστης 
έχει πλέον εξοικειωθεί µε τις επαναλήψεις αλγορίθµων τέτοιου είδους.  Ο αναγνώστης 
µπορεί  ωστόσο να επιβεβαιώσει ότι στη δέκατη επανάληψη, ο αλγόριθµος παράγει το 
βέλτιστο δέντρο, το οποίο φαίνεται στο 5.6: 

2

4

0

21

 0

 1 1   1

1 4

   2   2

3 5

  0  1

6

 5

3

  7

2 1 9 2 60 44
11 1 0 28 1 1
8 19 7 31 46 59
5 1 21 5 71 5

 
Εικόνα 5.6 – Το βέλτιστο δέντρο του προβλήµατος και ο αντίστοιχος πίνακας  

5.1.4 Προγραµµατισµός του Αλγορίθµου 
H υλοποίηση του αλγορίθµου στο Matlab φαίνεται παρακάτω: 

Αλγόριθµος T4 
Ο παρακάτω αλγόριθµος λύνει το πρόβληµα Μεταφοράς , χρησιµοποιώντας το αλγόριθµο Παπαρρίζου  µε 
ξεκίνηµα το δάσος απλού ξεκινήµατος 
Είσοδος: Ο πίνακας κόστους C(mxn). 
Έξοδος : Η λύση του προβλήµατος Μεταφοράς  X(mxn). 
 

1. [X,S,xv]=SimpleStart(A,B,C,m,n); 
2. p=NodeFather(X,m,n); 
3. eDepth(p,m,n); d=Nod
4. while count<m+n 
5.   [Fs,Fd]=SupplyDemandSets(X,m,n,p); 
6. nt=0;   cou
7.   for q=1:m+n  
8.     if Fs(q)==0 
9.       count=count+1; 
10.     end  
11. end 
12.   if count<m+n 
13.     t=NodeDirection(Fs,Fd,m,n,p); 
14.     xv=Vectorx(B,p,X,m,n,xv,A); 
15.     [min,g,h,f,Circle]=EnteringArc(S,Fs,Fd,m,n,p); 
16.     [e,k,l,Cplus,Cminus]=LeavingArc(g,h,p,m,n,d,t,xv); 
17.     [e1,e2,f1,z,Tcut]=Steam(p,g,h,k,l,d,m,n); 
18.     [S,X]=UpdateVariables(min,e,g,h,k,l,Tcut,Cminus,Cplus,m,n,t,p,S,X); 
19.     d=UpdateNodeDepth(p,m,n,Tcut,z,d,e1,e2,f1); 
20.     p=UpdateNodeFather(p,z,e2,f1); 
21.   end 
22. end 

Αλγόριθµος 5.1.1 – Ο ψευδοκώδικας του αλγορίθµου 
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Στον παραπάνω ψευδοκώδικα φαίνεται καθαρά πως γίνεται ο έλεγχος τερµατισµού του 
αλγορίθµου. Κάθε φορά που ανανεώνονται τα σύνολα  και SF DF (γραµµή 5), ελέγχεται αν 

 και αναλόγως συνεχίζεται ή όχι η εκτέλεση του αλγορίθµου. Σχεδόν όλες οι 
συναρτήσεις που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος έχουν αναλυθεί διεξοδικά σε προηγούµενα 
κεφάλαια. Σε αυτόν τον αλγόριθµο έχουν εφαρµοστεί µε τις απαραίτητες τροποποιήσεις. Θα 
παρουσιάσουµε µόνο τη συνάρτηση κατασκευής του δάσους απλού ξεκινήµατος. 

SF =∅

 
• [X, S, xv] = SimpleStart(A, B, C, m, n) 

 
Αλγόριθµος SimpleStart 
Ο παρακάτω αλγόριθµος υπολογίζει τις µεταβλητές που σχετίζονται µε το αρχικό δάσος του απλού ξεκινήµατος. 
Είσοδος: Το διάνυσµα προσφοράς Α(m), το διάνυσµα ζήτησης Β(n) , C(mxn), m, n  
Έξοδος :  X(mxn), S(mxn), xv(m+n) . 
 

1. function [X,S,xv]=SimpleStart(A,B,C,m,n) 
2. for i=1:m 
3.   xv(i)=A(i); 
4. end 
5. for i=1:n 
6. (i+m)=B(i);   xv
7. end 
8. for i=1:m 
9.   U(i)=0; 
10. end 
11. for i=1:n 
12.   V(i)=0; 
13. end 
14. for i=1:m 
15.   for j=1:n 
16.     X(i,j)=inf; 
17.     S(i,j)=C(i,j)-U(i)-V(j); 
18.   end 
19. end 

Αλγόριθµος 5.1.2 – Η κατασκευή του δάσους απλού ξεκινήµατος. 

Λόγω χρονικών περιορισµών, δε θα αναφερθούµε στη µαθηµατική αιτιολόγηση της 
ορθότητας του αλγορίθµου καθώς και σε αποδείξεις των ορίων και πολυπλοκότητας. 
Παρόλο αυτά, η µαθηµατική θεµελίωση του αλγορίθµου είναι αρκετά ενδιαφέρουσα και ο 
αναγνώστης µπορεί αν ανατρέξει στις εργασίες [P1],[P2],[P3].   
 
5.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΗΣΗΣ 

Ο τελευταίος αλγόριθµος που θα παρουσιασθεί είναι ο αλγόριθµος Παπαρρίζου µε 
ξεκίνηµα το δάσος απλού ξεκινήµατος για το πρόβληµα Αντιστοίχησης. Ο αλγόριθµος αυτός 
αποτελεί εξειδίκευση του αντίστοιχου αλγορίθµου για το πρόβληµα Μεταφοράς. Η 
εξειδίκευση αυτή πραγµατοποιείται κυρίως στην επιλογή του εξερχόµενου τόξου, όπου δε 
χρειάζεται κάθε φορά να υπολογίζεται ο κύκλος  που σχηµατίζει το εισερχόµενο τόξο 

 , αλλά ελέγχεται κάθε φορά ο βαθµός του κόµβου  για να καθοριστεί το εξερχόµενο 
τόξο . Θα ξεκινήσουµε µε την περιγραφή του δάσους απλού ξεκινήµατος για το 
πρόβληµα Αντιστοίχησης. 

C
( , )g h h

( , )k

 
5.2.1 Περιγραφή του ∆άσους Απλού Ξεκινήµατος για το πρόβληµα Αντιστοίχησης  

Το δάσος απλού ξεκινήµατος για το πρόβληµα Αντιστοίχησης κατασκευάζεται µε τον 
ίδιο τρόπο που κατασκευάζεται και στο πρόβληµα Μεταφοράς. Η µόνη διαφορά είναι ότι για 
ένα πρόβληµα Αντιστοίχησης µεγέθους , το δάσος του απλού ξεκινήµατος θα αποτελείται n
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από  κόµβους γραµµές που θα ανήκουν στο σύνολο  και από  κόµβους στήλες που θα 
ανήκουν στο σύνολο

n SF n
DF .(σχήµα 5.7)  

3 3

FS
F

SF

DF

ij

77
90
8

− −

−

( ),v F

)u F  1,j =
19
42
43
0

34

27

7









D

 

1 2 n............. 1 2 n.............

D

 
Εικόνα 5.7 – Το γενικό δάσος απλού ξεκινήµατος για το πρόβληµα Αντιστοίχησης 

Αρχικά, οι δυϊκές µεταβλητές όλων των κόµβων του δάσους τίθενται ίσες µε το µηδέν. Έτσι 
θα είναι  
 

( ) 0,  iu F i= ∀ ∈  
και  

( ) 0,  jv F j= ∀ ∈  
 

Συνεπώς, τα µειωµένα κόστη των τόξων (  θα είναι , )i j ( ) ( ) ( )ij i j ijs F c u F v F c= − − =  
   
Παράδειγµα 5.3 
 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους  
 

3 3 19 10 27
0 1 42 46
70 32 43 71
34 1 0 0
1 7 34 65 7

C

 
 − 
 =
 
 
  

 

 
για ένα  πρόβληµα Αντιστοίχησης. Να προσδιορισθεί το δάσος απλού ξεκινήµατος  
και να υπολογισθούν τα στοιχεία, 

5 5×
( ),  1..iu F i n= ,  1..j j n=  και .  ( ),  ( , )ijs F i j F∉

Λύση  
Αρχικά θέτουµε  και ( 0,  1,...,5i i= = ( ) 0, ...,5jv F = . Συνεπώς, ο αρχικός πίνακας 

των µειωµένων κοστών θα είναι 

3 3 10
0 1 46
70 32 71
34 1 0
1 7 65

77
90
8

S C

− −
 −
= =


 −

. Το αντίστοιχο δάσος 

απλού ξεκινήµατος φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
 

1 2 3 1 2 3

FS

4 4 5

F

5
 

Εικόνα 5.8 – Το δάσος απλού ξεκινήµατος του παραδείγµατος 
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5.2.2 Περιγραφή του Αλγορίθµου 
Όπως και στο πρόβληµα Μεταφοράς, έτσι και στο πρόβληµα Αντιστοίχησης ο 

αλγόριθµος δουλεύει µε δέντρα. Έτσι µετατρέπουµε το δάσος της εικόνας 5.7 σε δέντρο 
προσθέτοντας  τεχνητά(artificial) τόξα και έναν ουδέτερο(neutral) κόµβο 0. Ο κόµβος 0 
είναι πλέον η ρίζα του δέντρου. Το δέντρο T  που προκύπτει συνδέεται µε τα σύνολα  και 

2n
SF

DF µε την παρακάτω σχέση: 
 

{( , ),  } {( , ),  }S D
r wT F r 0 T F 0 w T F= ∪ ∀ ∈ ∪ ∀ ∈  

 
όπου  
 

{ }:S
iF T i I= ∈  

και  
{ }:D

jF T j J= ∈  
 

όπου I , είναι τα σύνολα των γραµµών και στηλών του προβλήµατος. Οι µεταβλητές 
απόφασης των τεχνητών τόξων  αρχικά τίθενται ίσες µε τη µονάδα. Θα δούµε ότι κατά τη 
διάρκεια της εκτέλεσης του αλγορίθµου οι µεταβλητές απόφασης των τεχνητών τόξων που 
περιέχουν τον κόµβο 

J

j -είτε αυτός είναι κόµβος του  είτε του SF DF - έχουν πάντα θετικές 
τιµές και ίσες µε 2jd − , όπου ο βαθµός του κόµβουjd j . Το δέντρο  που προκύπτει θα 
είναι της µορφής:  

T

 

1 2 3 n............. 1 2 3 n.............

0

1 1 1 1 1111

 
Εικόνα 5.9 – Το γενικό δέντρο που προκύπτει από το δάσος απλού ξεκινήµατος  

 
Ο αλγόριθµος επιλέγει το εισερχόµενο τόξο ( , )  µε βάση τη σχέση: g h
 

{ }min ( ) : ,S D
gh ijs s T i F jδ = = ∈ ∈F  

 
Το εξερχόµενο τόξο  επιλέγεται µε βάση το βαθµό του κόµβου στήλη . ∆ιακρίνουµε 
λοιπόν τις εξής περιπτώσεις. Αν 

( , )k h
( ) 2d h = , τότε εξερχόµενο είναι το µοναδικό προς τα κάτω 

τόξο  του δέντρου T . Αν τώρα ( , )i h ( )d h 1= , όπου f  είναι ο κόµβος του συνόλου  που 
ανήκει στον κύκλο  και είναι προσαρτηµένος στη ρίζα του δέντρου T , τότε εξερχόµενο θα 
είναι το τόξο (

SF
C

),0f . 
Παρατηρείστε ότι κατά την επιλογή του εξερχόµενου τόξου, έχουµε να εξετάσουµε 

δύο περιπτώσεις µόνον. Ο βαθµός του κόµβου f στην περίπτωση που  δε µας 
ενδιαφέρει, πράγµα που δε συνέβαινε στους αλγορίθµους που εξετάστηκαν στα κεφάλαια 3 

( ) 1d h =
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και 4, αφού έπρεπε να εξετάσουµε ξεχωριστά δύο υποπεριπτώσεις. Στο παρακάτω σχήµα 
φαίνονται καθαρά οι δύο περιπτώσεις επιλογής του εξερχόµενου τόξου (Παρατηρείστε ότι 
δεν είναι οι ίδιες περιπτώσεις µε τον αλγόριθµο που παρουσιάσθηκε στο Κεφάλαιο 4).  
 

1 2 3 n    ..... 1 2 3 n.............

0

1 1 1 1 1111

F

2 n............. 2 3 n.............

0

1 1

1

11

F

1

1

0

d(h)=1

d(h)=2

 
Εικόνα 5.10 – Οι δύο περιπτώσεις επιλογής του εξερχόµενου τόξου  

Τα µειωµένα κόστη ανανεώνονται µε βάση το αποκοµµένο δέντρο  µε τον τρόπο που 
είδαµε και στους άλλους αλγορίθµους(ανανεώνονται τα µειωµένα κόστη των τόξων  

*T
( , )i j
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τέτοια ώστε  ). Στη συνέχεια ακολουθεί η βηµατική περιγραφή του 
αλγορίθµου. 

*i T j T∈ ∨ ∈

2n

T

ghδ = =

( , ) =
F

T
*h T∈

*

*

Ο αλγόριθµος τερµατίζει και παράγει το βέλτιστο δέντρο όταν . SF =∅
 
5.2.3 Βηµατική Περιγραφή του Αλγορίθµου  

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο σε µορφή βηµάτων και βασισµένοι 
στα βήµατα του αλγορίθµου θα λύσουµε ένα πρόβληµα. 
 
ΒΗΜΑ 0:(Καθορισµός αρχικών µεταβλητών) 
Υπολόγισε το δάσος απλού ξεκινήµατος µε τη µέθοδο που περιγράφηκε. Πρόσθεσε έναν 
ουδέτερο κόµβο 0 και  τεχνητά τόξα της µορφής  αν ( ,0)i i I∈  και αν . Έτσι (0, )j j J∈
κατασκευάζεται το αρχικό εφικτό δέντρο T  του προβλήµατος. 
 
ΒΗΜΑ 1:(Έλεγχος βελτιστότητας) 
Αν  τότε το δέντρο  είναι βέλτιστο και ο αλγόριθµος τερµατίζει, αλλιώς πήγαινε SF =∅
στο βήµα 2.  
 
ΒΗΜΑ 2:(Επιλογή εισερχοµένου τόξου) 
Υπολόγισε το εισερχόµενο τόξο ( , )  ελέγχοντας τα µειωµένα κόστη των µη βασικών g h
τόξων µε βάση τον τύπο { }min ijs s ( ) : ,S DT i F j∈ ∈ . F
 

Αν  τότε θέσε , αλλιώς αν ( ) 2d h = ( ( ), )k p h h ( ) 1d h =  θέσε , όπου ( , ) ( ,0)k f= f  
είναι ο κόµβος του συνόλου  που ανήκει στον κύκλο  και είναι προσαρτηµένος στη S C
ρίζα του δέντρου T . 

ΒΗΜΑ 3:(Επιλογή εξερχόµενου τόξου) 

  
ΒΗΜΑ 4:(Ανανέωση των µεταβλητών) 
Υπολόγισε το δέντρο *  που είναι το δέντρο που αποκόβεται από τη ρίζα όταν αφαιρείται 
το εξερχόµενο τόξο. Αν  θέσε 0q δ= − > , αλλιώς θέσε  0q δ= < . Στη συνέχεια εάν 
ο κόµβος  είναι κόµβος-γραµµή θέσε b T∈ (bjs T ') ( )bjs T q , 1,...,j n= − =  αλλιώς (δηλαδή ο 
κόµβος  είναι κόµβος στήλη θέσε *b T∈ ( ')ibs T ( )  , ibs T q i 1,...,n= + = . Θέσε τις µεταβλητές 

απόφασης των τεχνητών τόξων που περιέχουν τον κόµβο j  ίσες µε 2jd − . 
 
ΒΗΜΑ 5:(Ανανέωση του τρέχοντος δέντρου) 
Θέσε T  και πήγαινε στο βήµα 1. T ′=
 
Παράδειγµα 5.4 
∆ίνεται ο πίνακας κόστους  
 

3 3 19 10 27
0 1 42 46 77
70 32 43 71 90
34 1 0 0 8
1 7 34 65 7

C

− − 
 − 
 =
 
 
 − 
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για ένα  πρόβληµα Αντιστοίχησης. Να λυθεί το πρόβληµα χρησιµοποιώντας τον 
αλγόριθµο Παπαρρίζου µε απλό ξεκίνηµα.   

5 5×

Λύση 
Τα δεδοµένα του παραδείγµατος είναι ίδια µε τα δεδοµένα του παραδείγµατος 5.3. Συνεπώς,  
αφού έχουµε υπολογίσει το δάσος απλού ξεκινήµατος, προχωράµε στην πρώτη επανάληψη 
του αλγορίθµου. 
Επανάληψη 1 

• Είναι { } { }1, 2,3, 4,5  , 1, 2,3, 4,5S DF F= = άρα { } 51min ( ) : ,S D
ijs T i F j F sδ = ∈ ∈ =  , 

συνεπώς ( , ) (5,1)g h =  και 27δ = − . 

1 2 3 1 2 34 4 55

0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 -3 19 10 -27
0 -1 42 46 77

70 32 43 71 90
34 1 0 0 8
1 7 34 65 -7

+27

1

2 3 1 2 34 4 55

0

 1

1 1 1 1 1 1 1 1 0

30 24 46 37 1
0 -1 42 46 77

70 32 43 71 90
34 1 0 0 8
1 7 34 65 -7

 
Εικόνα 5.11 – Η πρώτη επανάληψη του αλγορίθµου 
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• Είναι , άρα (( ) (5) 1d h d= = , ) ( ,0) (1,0)k f= =  . 
• H ανανέωση των δοµών και µεταβλητών του αλγορίθµου φαίνεται στο σχήµα 5.11. 

Επανάληψη 2 
• Είναι { } { }2,3,4,5  , 1, 2,3, 4,5S DF F= = άρα { } 55min ( ) : ,S D

ijs T i F j F sδ = ∈ ∈ =  , 
συνεπώς ( , ) (5,5)g h =  και 7δ = − . 

 

1

2 3 1 2 34 4 55

0

 1

1 1 1 1 1 1 1 1 0

23 17 39 30 1
0 -1 42 46 84

70 32 43 71 97
34 1 0 0 15
1 7 34 65 0

  -7

+7

30 24 46 37 1
0 -1 42 46 77

70 32 43 71 90
34 1 0 0 8
1 7 34 65 -7

1

2 3 1 2 34 4

5

5

0

 1

1 1 1 1 1 1 1 1

 0

 
Εικόνα 5.12 – Η δεύτερη επανάληψη του αλγορίθµου 
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• Είναι , άρα (( ) (5) 2d h d= = , ) ( , ) (0,5)k i h= =  . 
• H ανανέωση των δοµών και µεταβλητών του αλγορίθµου φαίνεται στο σχήµα 5.12. 

Επανάληψη 3 
• Είναι { } { }1, 2,3, 4,5  , 1, 2,3, 4S DF F= = , { } 22min ( ) : , 1S D

ijs T i F j F sδ = ∈ ∈ = = −  , 
συνεπώς  .  ( , ) (2,2)g h =

23 17 39 30 1
0 -1 42 46 84

70 32 43 71 97
34 1 0 0 15
1 7 34 65 01

2 3 1 2 34 4

5

5

0

 1

1 1 1 1 1 1 1 1

 0

+1

23 17 39 30 1
1 1 43 47 85

70 32 43 71 97
34 1 0 0 15
1 7 34 65 01

2

3 1 2 34 4

5

5

0

 1

1

1 1 1 1 0 1 1

 0

 
Εικόνα 5.13 – Η τρίτη επανάληψη του αλγορίθµου  

• Είναι , άρα (( ) (2) 1d h d= = , ) ( ,0) (2,0k f )= =  . 
• H ανανέωση των δοµών και µεταβλητών του αλγορίθµου φαίνεται στο σχήµα 5.13. 

 
Ο αναγνώστης µπορεί να επιβεβαιώσει ότι στην 9η επανάληψη του αλγορίθµου θα προκύψει 
κενό σύνολο , πράγµα που σηµαίνει ότι ο αλγόριθµος τερµατίζει και παράγει το βέλτιστο 
δέντρο µε τιµή αντικειµενικής συνάρτησης 

SF
*

( , )

16ij ij
i j T

z c x
∈

= =∑ .  
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Στο παρακάτω σχήµα βλέπουµε το βέλτιστο δέντρο του αλγορίθµου για το πρόβληµα του 
παραδείγµατος 5.4. 

4

4

0

 1

 0

3

3

 1

 0

2

2

 0

 1

1

5

 0

5

 1

 0

1

 1

22 17 28 19 1
0 1 32 36 85

37 0 1 28 65
44 12 0 1 26
1 7 23 54 0

 
Εικόνα 5.14 – Το βέλτιστο δέντρο του αλγορίθµου και ο αντίστοιχος πίνακας 

   
5.2.5 Προγραµµατισµός του Αλγορίθµου 

Παρακάτω παρουσιάζουµε τον ψευδοκώδικα του αλγορίθµου σε µορφή κλήσεως 
συναρτήσεων. Επίσης θα παρουσιαστούν και θα αναλυθούν οι σηµαντικότερες συναρτήσεις 
που χρησιµοποιήθηκαν και αυτές που έχουν κάποια ιδιαιτερότητα που αφορά τη φιλοσοφία 
του αλγορίθµου. Οι βασικές συναρτήσεις του αλγορίθµου, όπως αυτήν της ανανέωσης 
βάθους είναι ίδιες µε αυτές που χρησιµοποιήθηκαν και στο ν αλγόριθµο Simplex.  

  
Αλγόριθµος A4 
Ο παρακάτω αλγόριθµος λύνει το πρόβληµα Αντιστοίχησης , χρησιµοποιώντας το αλγόριθµο Παπαρρίζου  µε 
ξεκίνηµα το δάσος απλού ξεκινήµατος 
Είσοδος: Ο πίνακας κόστους C(mxn). 
Έξοδος : Η λύση του προβλήµατος Μεταφοράς  X(mxn). 
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1. [X,S,xv]=SimpleStart(C,n); 
2. p=NodeFather(X,n); 
3. tializeNodeDepth(p,n); d=Ini
4. while count<2*n 
5.   [Fs,Fd]=SupplyDemandSets(X,n,p); 
6.   count=0; 
7.   for q=1:2*n 
8.     if Fs(q)==0 
9.       count=count+1; 
10.     end 
11.   end 
12.   if count<2*n 
13.     [min,g,h,f,Circle]=EnteringArc(S,Fs,Fd,n,p); 
14.     xv=ArcHelp(Fs,Fd,p,n,xv); 
15.     deg=degree(X,xv,n); 
16.     [k,l,xv,p,upwards,Tcut]=LeavingArc(g,h,deg,f,Circle,p,n,xv); 
17.     [e1,e2,f1,z]=Steam(p,g,h,k,l,d,n,Tcut); 
18.     d=UpdateNodeDepth(p,n,Tcut,z,d,e1,e2,f1); 
19.     p=UpdateNodeFather(p,z,e2,f1); 
20.     [S,X]=UpdateVariables(g,h,k,l,d,upwards,n,p,X,S,Tcut,min,Fs); 
21.   end 
22. end 

Αλγόριθµος 5.2.1 – Επίλυση προβλήµατος Αντιστοίχησης µε το δάσος απλού ξεκινήµατος 

 
• [k, l, xv, p, upwards, Tcut]=LeavingArc(g, h, deg, f, Circle, p, n, xv) 

 
Αλγόριθµος LeavingArc 
Υπολογίζει το εξερχόµενο τόξο µε βάση το βαθµό του κόµβου στήλη h. 
Είσοδος: g, h, deg(n), f, Circle(), p(2n), n, xv(2n) 
Έξοδος : k, l, xv(2n), p(2n), upwards, Tcut() 

 
1. function [k,l,xv,p,upwards,Tcut]=LeavingArc(g,h,deg,f,Circle,p,n,xv) 
2. if deg(h+n)==2 
3.   k=p(h+n);   l=h;   start=l+n; 
4. ut=Preorder(start,p,n);   Tc
5.   if p(h+n)==0 
6.     xv(h+n)=inf; 
7.   end 
8.   upwards=0; 
9. end 
10. if deg(h+n)==1 
11.   k=f; 
12.   l=0; 
13.   start=f; 
14.   Tcut=Preorder(start,p,n); 
15.   xv(f)=inf; 
16.   upwards=1; 
17.   i=1; 
18.   while Circle(i)~=h+n 
19.     i=i+1; 
20.   end 
21.   if p(h+n)==0 
22.     xv(h+n)=0; 
23.   else 
24.     j=i; 
25.     while Circle(j)~=0 
26.       j=j-1; 
27.     end 
28.     xv(Circle(j)-n)=0; 
29.   end  
30. end 

Αλγόριθµος 5.2.2 – Επιλογή εξερχοµένου τόξου 
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Παρατηρούµε στον παραπάνω κώδικα ότι γίνεται ο έλεγχος του βαθµού του κόµβου  και 
αναλόγως επιλέγεται το εξερχόµενο τόξο. 

h
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6.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται µια αρκετά εκτενής υπολογιστική µελέτη 

(computational study) που πραγµατοποιήθηκε µε τους τέσσερις αλγορίθµους που 
αναπτύχθηκαν. Είναι ίσως το πιο σηµαντικό κεφάλαιο της διπλωµατικής εργασίας αφού 
παρουσιάζει όλα τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την εκτέλεση των αλγορίθµων σε ένα 
συγκεκριµένο υπολογιστικό σύστηµα. Τα προβλήµατα που χρησιµοποιήθηκαν είναι διαφόρων 
διαστάσεων και κλάσεων1, οι οποίες θα αναλυθούν παρακάτω.  

Υπολογιστικές µελέτες χρησιµοποιούνται συχνά για την σύγκριση αλγορίθµων και την 
εξαγωγή συµπερασµάτων. Μια υπολογιστική µελέτη µπορεί να ορισθεί ως η σύγκριση δύο ή 
περισσοτέρων αλγορίθµων σε κοινά προβλήµατα Οι σηµαντικότερες έννοιες που µας 
ενδιαφέρουν σε µια υπολογιστική µελέτη είναι ο αριθµός των επαναλήψεων του αλγορίθµου 
(number of iterations) και o συνολικός χρόνος της κεντρικής µονάδας επεξεργασίας (CPU 
time) [Sam]. Οι δύο αυτές ποσότητες δεν είναι αναγκαστικά ανάλογες. Υπάρχει περίπτωση 
κατά τη σύγκριση δύο αλγορίθµων a, b, ενώ ο a να κάνει τις µισές επαναλήψεις από τον b, να 
απαιτεί περισσότερο χρόνο σε CPU από τον b. Αυτό συµβαίνει επειδή ο a θα εκτελεί πολύ πιο 
χρονοβόρες επαναλήψεις από τον b. 

Στα επόµενα κεφάλαια της εργασίας, θα αναφερόµαστε στον καθένα αλγόριθµο 
ξεχωριστά µε τα ακρωνύµια που φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

Πίνακας 6.1 – Συντοµογραφίες Ονοµάτων Αλγορίθµων 

Ακρωνύ-
µιο 

Αλγόριθµος 

Τ1 Πρωτεύων Αλγόριθµος Simplex για το πρόβληµα Μεταφοράς 
Α1 Πρωτεύων Αλγόριθµος Simplex για το πρόβληµα Αντιστοίχησης 
Τ2 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δέντρο Balinski για το πρόβληµα Μεταφοράς 
Α2 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δέντρο Balinski για το πρόβληµα Αντιστοίχησης
Τ3 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δάσος AKP για το πρόβληµα Μεταφοράς 
A3 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δάσος AKP για το πρόβληµα Αντιστοίχησης 
Τ4 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε  απλό ξεκίνηµα για το πρόβληµα Μεταφοράς 
Α4 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε απλό ξεκίνηµα για το πρόβληµα Αντιστοίχησης 

 
 
6.2 ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΤΙΚΗ ΕΜΠΕΙΡΙΑ 

Και οι τέσσερις αλγόριθµοι που παρουσιάσθηκαν προγραµµατίστηκαν σε Matlab 6. Ο 
προγραµµατισµός ακολουθεί κατά αυστηρό τρόπο την περιγραφή των αλγορίθµων. Οι 
ολοκληρωµένοι κώδικες είναι διαθέσιµοι σε ξεχωριστό ένθετο. Οι αλγόριθµοι 
προγραµµατίστηκαν έτσι ώστε να λύνουν µόνο αραιά προβλήµατα, δηλαδή προβλήµατα που 
περιγράφονται από διµερή γραφήµατα  όπου επιτρέπονται όλα τα δυνατά τόξα 

ώστε .
( , , )G S D E

( , )i j i S j D∈ ∧ ∈ 2 Ο αποτελεσµατικός προγραµµατισµός των αλγορίθµων για αραιά 
προβλήµατα απαιτεί τη χρησιµοποίηση άλλων δοµών δεδοµένων (π.χ σωροί Fibonacci [P1]) 
και πρόκειται να πραγµατοποιηθεί σε µελλοντικό στάδιο. 

Εδώ πρέπει να αναφερθεί ότι ο προγραµµατισµός έγινε µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο και για 
τους τέσσερις αλγορίθµους. Αυτό σηµαίνει ότι οι συναρτήσεις που χρησιµοποιήθηκαν 
                                                 
1Με τον όρο «κλάση» ενός προβλήµατος εννοούµε ορισµένες µαθηµατικές ιδιότητες που χαρακτηρίζουν τη µήτρα 
δεδοµένων, π.χ. οµοιόµορφη κατανοµή των στοιχείων , οι οποίες συνήθως επηρεάζουν την απόδοση του 
αλγορίθµου.  
2Στην περίπτωση ενός πυκνού διµερούς δικτύου  θα ισχύει ( , , )G S D E  ( ) ( ) ( )card E card S card D= , διαφορετικά, 

το δίκτυο είναι αραιό µε πυκνότητα ( ) (0
( )

E
ard D

= ∈ ,1)
( )

cardd
card S c

.   
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γράφτηκαν µε βάση τις ίδιες προγραµµατιστικές τεχνικές για όλους τους αλγορίθµους. Απλώς 
έγινε τροποποίηση αναλόγως µε τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά των αλγορίθµων. Αυτό είναι 
απαραίτητο για να επιτευχθεί µια δίκαια υπολογιστική µελέτη[PPS]. Οι κλάσεις των 
δεδοµένων που χρησιµοποιήθηκαν θα περιγραφούν παρακάτω.  

Η ανάπτυξη του λογισµικού πέρασε από δύο φάσεις. Στην πρώτη φάση, ο 
προγραµµατισµός έγινε µε βάση την ορθότητα των αποτελεσµάτων. ∆ε λήφθηκαν υπ’ όψιν 
τεχνικές και µέθοδοι για την υπολογιστική αποτελεσµατικότητα των αλγορίθµων. Μια 
προκαταρτική υπολογιστική µελέτη έφερε αποτελέσµατα που δεν συµβάδιζαν µε το θεωρητικό 
υπόβαθρο των αλγορίθµων. Συνεπώς, έγινε προσπάθεια να χρησιµοποιηθούν προχωρηµένες 
προγραµµατιστικές τεχνικές για την αποδοτικότερη ανανέωση των µεταβλητών του 
αλγορίθµου. Αυτή η προσπάθεια απέδωσε καρπούς και παρήγαγε πολύ καλά αποτελέσµατα τα 
οποία θα παρουσιασθούν διεξοδικά. 

Στην πρώτη φάση ανάπτυξης του λογισµικού , η συνάρτηση Preorder(), που 
χρησιµοποιείται κατά κόρον από όλους τους αλγορίθµους είχε προγραµµατιστεί µη 
αναδροµικά. Χρησιµοποιώντας ένα ειδικό εργαλείο του Matlab, τον Matlab Profiler, 
καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι περίπου 50% του χρόνου εκτέλεσης του αλγορίθµου 
καταναλωνόταν από την µη αναδροµική συνάρτηση Preorder(). Αυτό είχε ως αποτέλεσµα τον 
αναδροµικό προγραµµατισµό της συνάρτησης. Ο αλγόριθµος της αναδροµικής συνάρτησης 
preorder(p()3,root) είναι ο παρακάτω: 
 
Αλγόριθµος preorder(p(),root) 
 
Βήµα 1 
Επίσκεψη του κόµβου root. Θέσε  y = y U root 
Βήµα 2 
Για κάθε υπόδεντρο ρίζας  t τέτοιο ώστε  p(t)==root , κάλεσε την preorder(p(),t)  
 
Το διάνυσµα της διάσχισης που προκύπτει θα είναι το διάνυσµα y.    

Για να κατανοηθεί η λειτουργία της αναδροµικής συνάρτησης θα παρουσιάσουµε ένα 
παράδειγµα. Έστω λοιπόν ότι λύνουµε ένα  πρόβληµα αντιστοίχησης µεγέθους 7 µε τον 
αλγόριθµο Α3. Ας θεωρήσουµε ότι η τρέχουσα κατάσταση του δέντρου του αλγορίθµου 
περιγράφεται από το παρακάτω διάνυσµα πατέρα – κόµβου: 

 
[ ]13 10 11 9 10 8 12 0 7 0 5 3 2 0p =  

 
Έστω αποκόβεται το τόξο . Χρησιµοποιώντας το διάνυσµα ( , ) (3,0)k = p , µπορούµε να 
ζωγραφίσουµε το δέντρο και να διαπιστώσουµε ότι το αποκοµµένο δέντρο  έχει ρίζα τον 
κόµβο – στήλη 3 (κόµβος 3+7=10). Ο αναδροµικός υπολογισµός του διανύσµατος διάσχισης 
φαίνεται παρακάτω. 

*T

y
• Θέτουµε (1) 10y = . 
• Τα παιδιά του κόµβου 10 είναι το σύνολο { }2,5=C . 

• Θέτουµε (2) 2y = . Τα παιδιά του κόµβου 2 είναι το σύνολο { }13=C . 

• Θέτουµε (3) 13y = . Τα παιδιά του κόµβου 13 είναι το σύνολο { }1=C . 
• Θέτουµε . Ο κόµβος 1 δεν έχει παιδιά. Όλοι οι κόµβοι που ανήκουν στο 

υπόδεντρο που είναι ριζωµένο στον κόµβο 2 έχουν επισκεφτεί. Συνεπώς, ελέγχουµε το 
άλλο κλαδί του δέντρου. 

(4) 1y =

                                                 
3 Πρόκειται για το διάνυσµα πατέρα – κόµβου p 
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• Θέτουµε (5) 5y =  και ακολουθούµε την ίδια αναδροµική διαδικασία για το υπόδεντρο 
που είναι ριζωµένο στον κόµβο 5.  

Μετά τον τερµατισµό της αναδροµικής διαδικασίας (έλεγχος όλων των κλαδιών της αρχικής 
ρίζας) το διάνυσµα διάσχισης που παίρνουµε είναι το  
 

[ ]10 2 13 1 5 11 3 12 7 9 4y =  
 
Μεγάλη υπολογιστική βελτίωση προήλθε επίσης και από την εφαρµογή της διαδικασίας 
ανανέωσης των βαθών των κόµβων όπως αυτήν περιγράφηκε στο κεφάλαιο 2.   

   
6.3 ΟΙ ΚΛΑΣΕΙΣ ΤΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 
Στη συνέχεια θα περιγράψουµε τις κλάσεις των δεδοµένων που χρησιµοποιήσαµε για τη 
διεξαγωγή των υπολογιστικών µελετών. 
 
6.3.1 Οι κλάσεις στο πρόβληµα Μεταφοράς  

Οι  πίνακες δεδοµένων  καθώς και τα διανύσµατα προσφοράς και ζήτησης  που 
χρησιµοποιήσαµε για τη διεξαγωγή της υπολογιστικής µελέτης ανήκουν στις παρακάτω 
κλάσεις: 

m n× ijc

 
Class 1  
Ασσυµετρικοί πίνακες πραγµατικών αριθµών οµοιόµορφα κατανεµηµένων στο διάστηµα 

. ∆ηλαδή c U . [1,100) (1,100),  1,..., ,  1,...,ij i m j= =∼ n

n

 
Class 2  
Ασσυµετρικοί πίνακες πραγµατικών αριθµών οµοιόµορφα κατανεµηµένων στο διάστηµα 

. ∆ηλαδή c U[1,1000000) (1,1000000),  1,..., ,  1,...,ij i m j= =∼  
 

Class 3  
Πίνακες ακεραίων ώστε 1 . ,  1,..., ,  1,...,ijc ij i m j≤ ≤ = = n

n

n

 
6.3.2 Οι κλάσεις στο πρόβληµα Αντιστοίχησης 

Οι  πίνακες δεδοµένων  που χρησιµοποιήσαµε για τη διεξαγωγή της 
υπολογιστικής µελέτης ανήκουν στις παρακάτω κλάσεις: 

n n× ijc

 
Class 1  
Ασσυµετρικοί πίνακες πραγµατικών αριθµών οµοιόµορφα κατανεµηµένων στο διάστηµα 

. ∆ηλαδή c U . [1,100) (1,100),  1,..., ,  1,...,ij i n j= =∼
 

Class 2  
Ασσυµετρικοί πίνακες πραγµατικών αριθµών οµοιόµορφα κατανεµηµένων στο διάστηµα 

. ∆ηλαδή c U[1,1000000) (1,1000000),  1,..., ,  1,...,ij i n j= =∼  
 

Class 3  
Πίνακες ακεραίων ώστε 1 . ,  1,..., ,  1,...,ijc ij i n j≤ ≤ = = n

 
Class 4  
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Συµµετρικοί πίνακες πραγµατικών αριθµών οµοιόµορφα κατανεµηµένων στο διάστηµα 
. ∆ηλαδή c U[1,100) (1,1000000) ,  1,..., ,  ij ij jic c i n j i∧ = =∼ ≥  

 
Class 5  
Ασσυµετρικοί µεροληπτικοί (biased) πίνακες πραγµατικών αριθµών. Οι πίνακες αυτοί 
κατασκευάζονται ως εξής. Επιλέγοντας τυχαία 5 ακεραίους l l  µεταξύ 1 
και n κατανέµουµε οµοιόµορφα στο διάστηµα  τα στοιχεία των γραµµών  

, ενώ τα στοιχεία των εναποµεινάντων 

(1),  (2),  (3),  (4),  (5)l l l
10)

5n
[1,

(1),  (2),  (3),  (4),  (5)l l l l l −  γραµµών κατανέµονται 
οµοιόµορφα στο [ . 1,1000)

 
Class 6 
Η κλάση αυτή ταυτίζεται µε τα αντίστοιχα αρνητικά στοιχεία της κλάσης 1. ∆ηλαδή 

.  ( 100, 1),  1,..., ,  1,...,ijc U i n j− − = =∼ n

n

n

 
Class 7 
Ασσυµετρικοί πίνακες πραγµατικών αριθµών οµοιόµορφα κατανεµηµένων στο διάστηµα 

 ώστε 50% των στοιχείων ( n ) να είναι αρνητικά και το υπόλοιπο 50% να είναι 
θετικά. 
[ 100,100)− 2 / 2

 
6.4 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

Παρακάτω παρουσιάζουµε τους συγκεντρωτικούς πίνακες των αποτελεσµάτων για τα 
προβλήµατα Μεταφοράς και  Αντιστοίχησης  καθώς και τα αντίστοιχα διαγράµµατα. Σε κάθε 
πίνακα θα αναγράφεται ο CPU χρόνος και ο αριθµός των επαναλήψεων. Τρία είδη πινάκων για 
κάθε κλάση θα παρουσιάζονται, ένας που θα παρουσιάζει τα πραγµατικά αποτελέσµατα, ένας 
που θα δείχνει τη σύγκριση µεταξύ των αλγορίθµων4, και ένας που δείχνει τις 
κανονικοποιηµένες (normalized) τιµές. Ο χρόνος και ο αριθµός επαναλήψεων κάθε αλγορίθµου 
είναι ο µέσος όρος των αντίστοιχων µεγεθών που προέκυψαν από την εκτέλεση 10 
διαφορετικών προβληµάτων της συγκεκριµένης κλάσης και µεγέθους. Η υπολογιστική µελέτη 
εκτελέσθηκε σε υπολογιστή µε επεξεργαστή 800EB MHz Pentium III, RAM 512Mb 133 MHz 
και λειτουργικό σύστηµα Windows 2000 Pro. 
 
6.4.1 Αποτελέσµατα στο πρόβληµα Μεταφοράς  

Τα µεγέθη των προβληµάτων που χρησιµοποιήθηκαν είναι  n n . Για 
κάθε µία από τις τρεις κλάσεις εκτελέσθηκαν και τα τρία είδη προβλήµατων. Τα αποτελέσµατα 
που πήραµε για κάθε κλάση ξεχωριστά -και τα αντίστοιχα διαγράµµατα- φαίνονται στα 
παρακάτω σχήµατα. ∆ιαγράµµατα θα παρουσιασθούν µόνο για τα κανονικοποιηµένα 
αποτελέσµατα. 

2 ,  ,  2n n n× × ×

Στα προβλήµατα µεταφοράς 2 ,  2n n n× × , το [50,200]n∈  µε βήµα 25. Στα 
προβλήµατα της µορφής ,  µε βήµα 25. Σε κάθε κατηγορία τρέξαµε 10 
προβλήµατα και πήραµε τους µέσους όρους, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω. Συνεπώς 
τρέξαµε  προβλήµατα µεταφοράς. 

n n×

10× =

[50,300]n∈

3 11 10 6 7 750× × + ×
Στη συνέχεια παρουσιάζονται όλα τα αποτελέσµατα που πήραµε για το πρόβληµα 

µεταφοράς. Θα ακολουθήσουν και τα αποτελέσµατα για το πρόβληµα αντιστοίχησης. Θα 
γίνεται ένας σύντοµος σχολιασµός για κάθε περίπτωση που κρίνεται ενδιαφέρουσα. Ο γενικός 
σχολιασµός των αποτελεσµάτων θα γίνει στο κεφάλαιο των συµπερασµάτων. 

                                                 
4 Αυτό επιτυγχάνεται ως εξής. Αν  t1, t2 οι χρόνοι εκτέλεσης των δύο αλγορίθµων, παίρνουµε το λόγο u =  t1 / t2. 
Αν  u > 1 , τότε ο αλγόριθµος µε χρόνο t2  είναι πιο γρήγορος, αλλιώς πιο γρήγορος θα είναι ο άλλος αλγόριθµος.   
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ΚΛΑΣΗ 1 – nxn  
Πίνακας 6.2 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της πρώτης κλάσης δεδοµένων, nxn 

n T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 

50 273,3 7,04 152,1 6,28 89,3 3,15 137,0 4,97 
75 504,5 26,77 285,0 23,56 151,9 9,41 226,9 15,30 
100 752,5 55,32 410,4 54,75 223,2 20,08 319,4 34,33 
125 1.035,0 117,71 588,0 114,83 262,7 36,32 392,5 61,03 
150 1.354,3 204,76 765,4 208,26 331,0 62,77 483,7 103,84
175 1.694,1 338,58 895,3 315,85 378,3 90,02 558,3 154,18
200 2.007,4 513,05 1.135,5 511,57 457,2 131,53 656,7 230,98
225 2.372,3 907,01 1.427,8 821,73 497,4 184,97 726,6 321,48
250 2.795,0 1.267,27 1.566,6 1.069,54 591,6 257,50 842,4 440,51
275 3.226,5 1.499,80 1.775,5 1.448,67 640,7 336,20 930,1 586,71
300 3.575,0 1.957,07 2.050,1 1.994,09 724,5 441,18 1.038,7 771,86

Πίνακας 6.3 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την πρώτη κλάση δεδοµένων, nxn 

 T1/T2 T1/T3 T1/T4 T2/T3 T2/T4 T4/T3 
n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,797 1,121 3,060 2,235 1,995 1,416 1,703 1,994 1,110 1,416 1,534 1,578
75 1,770 1,136 3,321 2,845 2,223 1,750 1,876 2,504 1,256 1,750 1,494 1,626
100 1,834 1,010 3,371 2,755 2,356 1,611 1,839 2,727 1,285 1,611 1,431 1,710
125 1,760 1,025 3,940 3,241 2,637 1,929 2,238 3,162 1,498 1,929 1,494 1,680
150 1,769 0,983 4,092 3,262 2,800 1,972 2,312 3,318 1,582 1,972 1,461 1,654
175 1,892 1,072 4,478 3,761 3,034 2,196 2,367 3,509 1,604 2,196 1,476 1,713
200 1,768 1,003 4,391 3,901 3,057 2,221 2,484 3,889 1,729 2,221 1,436 1,756
225 1,662 1,104 4,769 4,904 3,265 2,821 2,871 4,443 1,965 2,821 1,461 1,738
250 1,784 1,185 4,724 4,921 3,318 2,877 2,648 4,154 1,860 2,877 1,424 1,711
275 1,817 1,035 5,036 4,461 3,469 2,556 2,771 4,309 1,909 2,556 1,452 1,745
300 1,744 0,981 4,934 4,436 3,442 2,536 2,830 4,520 1,974 2,536 1,434 1,750

Πίνακας 6.4 - Κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα για την πρώτη κλάση, nxn 

n T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 

50 3,06 2,23 1,70 1,99 1,00 1,00 1,53 1,58 
75 3,32 2,84 1,88 2,50 1,00 1,00 1,49 1,63 
100 3,37 2,75 1,84 2,73 1,00 1,00 1,43 1,71 
125 3,94 3,24 2,24 3,16 1,00 1,00 1,49 1,68 
150 4,09 3,26 2,31 3,32 1,00 1,00 1,46 1,65 
175 4,48 3,76 2,37 3,51 1,00 1,00 1,48 1,71 
200 4,39 3,90 2,48 3,89 1,00 1,00 1,44 1,76 
225 4,77 4,90 2,87 4,44 1,00 1,00 1,46 1,74 
250 4,72 4,92 2,65 4,15 1,00 1,00 1,42 1,71 
275 5,04 4,46 2,77 4,31 1,00 1,00 1,45 1,75 
300 4,93 4,44 2,83 4,52 1,00 1,00 1,43 1,75 
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Εικόνα 6.0 – Κλάση 1:Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων, nxn 
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Εικόνα 6.1– Κλάση 1 (nxn): Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων, nxn 

Στα παραπάνω διαγράµµατα, παρατηρούµε ότι και στις επαναλήψεις αλλά και στο χρόνο CPU, 
o αλγόριθµος T3 είναι σαφώς ανώτερος. Συγκεκριµένα, για µεγάλα µεγέθη προβληµάτων, η 
διαφορά φτάνει έναν συντελεστή µεγέθους 4. Η κατάταξη που παρατηρούµε είναι η εξής: Τ3, 
Τ4, και οι αλγόριθµοι Τ2, Τ1 συναγωνίζονται για την προτελευταία θέση.  
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ΚΛΑΣΗ 1 – nx2n  
 

 

Πίνακας 6.5 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της πρώτης κλάσης δεδοµένων, nx2n 

nx2n T1 T2 T3 T4 
  niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 

50 469,2 23,14 256,3 19,75 132,6 7,88 235,8 15,85 
75 861,2 85,59 481,8 75,21 212,8 24,02 358,8 47,01 
100 1.284,5 215,66 727,6 188,77 293,2 52,51 504,6 106,90
125 1.742,7 436,04 1.003,6 390,68 381,3 97,23 637,5 197,06
150 2.303,8 809,43 1.325,8 710,91 450,1 162,74 759,1 334,63
175 2.875,0 1.349,90 1.618,3 1.167,29 581,1 268,61 951,5 548,82
200 3.407,8 2.032,94 2.039,3 1.891,30 669,1 392,03 1.097,0 801,55

 

 

 

 

Πίνακας 6.6 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την πρώτη κλάση δεδοµένων, nx2n 

 T1/T2 T1/T3 T1/T4 T2/T3 T2/T4 T4/T3 
nx2n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,831 1,172 3,538 2,937 1,990 1,460 1,933 2,506 1,087 1,460 1,778 2,011
75 1,787 1,138 4,047 3,563 2,400 1,821 2,264 3,131 1,343 1,821 1,686 1,957
100 1,765 1,142 4,381 4,107 2,546 2,017 2,482 3,595 1,442 2,017 1,721 2,036
125 1,736 1,116 4,570 4,485 2,734 2,213 2,632 4,018 1,574 2,213 1,672 2,027
150 1,738 1,139 5,118 4,974 3,035 2,419 2,946 4,368 1,747 2,419 1,687 2,056
175 1,777 1,156 4,948 5,026 3,022 2,460 2,785 4,346 1,701 2,460 1,637 2,043
200 1,671 1,075 5,093 5,186 3,106 2,536 3,048 4,824 1,859 2,536 1,640 2,045
 
 
 

Πίνακας 6.7 - Κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα για την πρώτη κλάση, nx2n 

nx2n T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 

50 3,54 2,94 1,93 2,51 1,00 1,00 1,78 2,01 
75 4,05 3,56 2,26 3,13 1,00 1,00 1,69 1,96 
100 4,38 4,11 2,48 3,59 1,00 1,00 1,72 2,04 
125 4,57 4,48 2,63 4,02 1,00 1,00 1,67 2,03 
150 5,12 4,97 2,95 4,37 1,00 1,00 1,69 2,06 
175 4,95 5,03 2,78 4,35 1,00 1,00 1,64 2,04 
200 5,09 5,19 3,05 4,82 1,00 1,00 1,64 2,04 
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Εικόνα 6.2 – Κλάση 1 :Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων, nx2n 
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Εικόνα 6.3 – Κλάση 1 (nx2n):Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων, nx2n  

 
Εδώ παρατηρούµε ότι η υπεροχή των αλγορίθµων εξωτερικών σηµείων είναι εµφανής, 
ιδιαίτερα στον αριθµό των επαναλήψεων. Φαίνεται ξεκάθαρα ότι ο αλγόριθµος simplex  είναι 
λιγότερο αποδοτικός. Πρώτος παραµένει σταθερά ο αλγόριθµος T3. 
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ΚΛΑΣΗ 1 – 2nxn 
  

Πίνακας 6.8 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της πρώτης κλάσης δεδοµένων, 2nxn 

2nxn T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 476,4 23,08 264,0 20,80 171,4 9,62 221,8 14,39 
75 833,3 71,80 466,4 73,73 288,0 31,18 357,8 43,71 
100 1.257,6 178,01 700,9 184,83 383,5 68,20 480,8 94,01 
125 1.749,9 371,35 989,9 388,82 505,8 130,46 644,6 184,40
150 2.307,1 686,71 1.208,2 665,98 597,4 212,60 743,4 299,14
175 2.832,9 1.326,01 1.219,2 725,30 725,3 334,15 906,6 479,68
200 3.443,1 2.071,15 1.982,2 1.888,26 884,3 512,54 1.079,7 703,67

 
 
 
 
 

Πίνακας 6.9 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την πρώτη κλάση δεδοµένων, 2nxn 

 T1/T2 T1/T3 T1/T4 T2/T3 T2/T4 T4/T3 
2nxn niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,805 1,110 2,779 2,399 2,148 1,604 1,540 2,162 1,190 1,604 1,294 1,496
75 1,787 0,974 2,893 2,303 2,329 1,643 1,619 2,365 1,304 1,643 1,242 1,402
100 1,794 0,963 3,279 2,610 2,616 1,894 1,828 2,710 1,458 1,894 1,254 1,378
125 1,768 0,955 3,460 2,846 2,715 2,014 1,957 2,980 1,536 2,014 1,274 1,413
150 1,910 1,031 3,862 3,230 3,103 2,296 2,022 3,133 1,625 2,296 1,244 1,407
175 2,324 1,828 3,906 3,968 3,125 2,764 1,681 2,171 1,345 2,764 1,250 1,436
200 1,737 1,097 3,894 4,041 3,189 2,943 2,242 3,684 1,836 2,943 1,221 1,373
 
 
 
 

Πίνακας 6.10 - Κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα για την πρώτη κλάση, 2nxn 

2nxn T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 

50 2,78 2,40 1,54 2,16 1,00 1,00 1,29 1,50 
75 2,89 2,30 1,62 2,36 1,00 1,00 1,24 1,40 
100 3,28 2,61 1,83 2,71 1,00 1,00 1,25 1,38 
125 3,46 2,85 1,96 2,98 1,00 1,00 1,27 1,41 
150 3,86 3,23 2,02 3,13 1,00 1,00 1,24 1,41 
175 3,91 3,97 1,68 2,17 1,00 1,00 1,25 1,44 
200 3,89 4,04 2,24 3,68 1,00 1,00 1,22 1,37 
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Εικόνα 6.4 – Κλάση 1 :Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων, 2nxn 
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Εικόνα 6.5 – Κλάση 1 (2nxn):Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων, 2nxn  

 
Στα διαγράµµατα που παρουσιάσαµε φαίνεται και πάλι η υπεροχή του αλγορίθµου Τ3. 
Αξιοσηµείωτο είναι το γεγονός ότι ο αλγόριθµος Τ2 για  βελτιώνει σηµαντικά και το 
χρόνο εκτέλεσης για να τον αυξήσει στη συνέχεια για µεγαλύτερα µεγέθη.   

180n
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ΚΛΑΣΗ 2 – nxn 
Πίνακας 6.11 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της δεύτερης  κλάσης δεδοµένων, nxn 

n T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 261,0 6,79 155,9 6,20 89,2 3,04 140,1 4,97 
75 506,7 23,61 273,0 21,56 151,7 9,39 224,6 15,16 
100 757,6 55,25 426,3 55,04 214,8 20,42 312,1 32,78 
125 1.034,2 114,99 559,9 106,29 252,1 33,71 377,1 58,72 
150 1.340,2 204,06 717,6 188,16 325,5 61,27 474,6 99,89 
175 1.660,0 332,72 921,8 330,19 364,5 87,41 540,5 151,47
200 2.059,8 628,44 1.083,4 481,85 449,6 135,21 655,3 230,00
225 2.451,7 764,47 1.359,4 757,38 541,4 200,91 772,2 333,37
250 2.811,0 1.294,36 1.516,2 1.035,18 572,8 253,61 848,3 450,92
275 3.152,3 1.731,11 1.821,7 1.495,49 625,9 329,85 893,2 562,84
300 3.554,2 2.270,05 1.969,5 1.897,86 722,6 448,69 1.031,2 763,10

 
Πίνακας 6.12 - Σύγκριση των αλγορίθµων για τη δεύτερη κλάση δεδοµένων, nxn 

 T1/T2 T1/T3 T1/T4 T2/T3 T2/T4 T4/T3 
n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,674 1,095 2,926 2,234 1,863 1,366 1,748 2,039 1,113 1,366 1,571 1,635
75 1,856 1,095 3,340 2,514 2,256 1,557 1,800 2,296 1,215 1,557 1,481 1,614
100 1,777 1,004 3,527 2,706 2,427 1,685 1,985 2,695 1,366 1,685 1,453 1,605
125 1,847 1,082 4,102 3,411 2,743 1,958 2,221 3,153 1,485 1,958 1,496 1,742
150 1,868 1,085 4,117 3,331 2,824 2,043 2,205 3,071 1,512 2,043 1,458 1,630
175 1,801 1,008 4,554 3,806 3,071 2,197 2,529 3,777 1,705 2,197 1,483 1,733
200 1,901 1,304 4,581 4,648 3,143 2,732 2,410 3,564 1,653 2,732 1,458 1,701
225 1,804 1,009 4,528 3,805 3,175 2,293 2,511 3,770 1,760 2,293 1,426 1,659
250 1,854 1,250 4,907 5,104 3,314 2,870 2,647 4,082 1,787 2,870 1,481 1,778
275 1,730 1,158 5,036 5,248 3,529 3,076 2,911 4,534 2,040 3,076 1,427 1,706
300 1,805 1,196 4,919 5,059 3,447 2,975 2,726 4,230 1,910 2,975 1,427 1,701

 
Πίνακας 6.13 - Κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα για τη δεύτερη κλάση, nxn 

n T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 2,93 2,23 1,75 2,04 1,00 1,00 1,57 1,63 
75 3,34 2,51 1,80 2,30 1,00 1,00 1,48 1,61 
100 3,53 2,71 1,98 2,70 1,00 1,00 1,45 1,61 
125 4,10 3,41 2,22 3,15 1,00 1,00 1,50 1,74 
150 4,12 3,33 2,20 3,07 1,00 1,00 1,46 1,63 
175 4,55 3,81 2,53 3,78 1,00 1,00 1,48 1,73 
200 4,58 4,65 2,41 3,56 1,00 1,00 1,46 1,70 
225 4,53 3,81 2,51 3,77 1,00 1,00 1,43 1,66 
250 4,91 5,10 2,65 4,08 1,00 1,00 1,48 1,78 
275 5,04 5,25 2,91 4,53 1,00 1,00 1,43 1,71 
300 4,92 5,06 2,73 4,23 1,00 1,00 1,43 1,70 
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Εικόνα 6.6 – Κλάση 2 :Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων, nxn 
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Εικόνα 6.7 – Κλάση 2 :Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων, nxn 

Παρατηρούµε ότι η εικόνα κατάταξης των αλγορίθµων παραµένει η ίδια. Στους χρόνους 
εκτέλεσης, τις τελευταίες θέσεις καταλαµβάνουν οι αλγόριθµοι Τ2,Τ1.  
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ΚΛΑΣΗ 2 – nx2n 
Πίνακας 6.14 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της δεύτερης  κλάσης δεδοµένων, nx2n 

nx2n T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 451,3 22,29 261,5 20,02 135,4 7,82 232,4 15,31 
75 823,9 86,96 490,8 77,78 222,1 24,01 362,4 47,14 
100 1.279,4 224,19 702,0 184,78 294,8 50,83 509,5 110,23
125 1.750,8 467,18 989,1 395,21 363,8 90,34 617,8 199,27
150 2.278,1 804,31 1.329,2 730,33 459,2 163,15 770,0 335,47
175 2.857,1 1.300,25 1.573,4 1.151,28 570,3 258,46 942,6 538,71
200 3.486,7 1.783,20 1.958,1 1.831,08 673,4 395,62 1.095,8 818,45

 
 
 
 

Πίνακας 6.15 - Σύγκριση των αλγορίθµων για τη δεύτερη κλάση δεδοµένων, nx2n 

 T1/T2 T1/T3 T1/T4 T2/T3 T2/T4 T4/T3 
nx2n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,726 1,113 3,333 2,850 1,942 1,456 1,931 2,560 1,125 1,456 1,716 1,958
75 1,679 1,118 3,710 3,622 2,273 1,845 2,210 3,239 1,354 1,845 1,632 1,963
100 1,823 1,213 4,340 4,411 2,511 2,034 2,381 3,635 1,378 2,034 1,728 2,169
125 1,770 1,182 4,813 5,171 2,834 2,344 2,719 4,375 1,601 2,344 1,698 2,206
150 1,714 1,101 4,961 4,930 2,959 2,398 2,895 4,476 1,726 2,398 1,677 2,056
175 1,816 1,129 5,010 5,031 3,031 2,414 2,759 4,454 1,669 2,414 1,653 2,084
200 1,781 0,974 5,178 4,507 3,182 2,179 2,908 4,628 1,787 2,179 1,627 2,069
 
 
 
 

Πίνακας 6.16 - Κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα για τη δεύτερη κλάση, nx2n 

nx2n T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 3,33 2,85 1,93 2,56 1,00 1,00 1,72 1,96 
75 3,71 3,62 2,21 3,24 1,00 1,00 1,63 1,96 
100 4,34 4,41 2,38 3,64 1,00 1,00 1,73 2,17 
125 4,81 5,17 2,72 4,37 1,00 1,00 1,70 2,21 
150 4,96 4,93 2,89 4,48 1,00 1,00 1,68 2,06 
175 5,01 5,03 2,76 4,45 1,00 1,00 1,65 2,08 
200 5,18 4,51 2,91 4,63 1,00 1,00 1,63 2,07 
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Εικόνα 6.8 – Κλάση 2 :Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων, nx2n 
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Εικόνα 6.9 – Κλάση 2 :Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων, nx2n 
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ΚΛΑΣΗ 2 – 2nxn 
Πίνακας 6.17 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της δεύτερης  κλάσης δεδοµένων, 2nxn 

2nxn T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 469,2 24,63 263,2 20,40 172,5 9,85 225,5 13,97 
75 845,4 84,51 450,2 71,32 285,6 30,73 353,5 42,48 
100 1.296,9 234,03 694,5 184,52 378,1 65,61 484,0 96,19 
125 1.769,0 445,37 962,7 385,41 480,1 121,65 603,1 175,56
150 2.325,6 712,05 1.210,9 671,84 589,7 224,49 733,2 311,18
175 2.890,8 1.412,21 1.647,3 1.208,47 595,2 280,12 941,0 541,70
200 3.441,2 1.737,13 2.050,8 1.940,25 673,8 401,21 1.085,3 793,20

 
 
 
 
 

 Πίνακας 6.18 - Σύγκριση των αλγορίθµων για τη δεύτερη κλάση δεδοµένων,  2nxn 

 T1/T2 T1/T3 T1/T4 T2/T3 T2/T4 T4/T3 
2nxn niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,783 1,207 2,720 2,499 2,081 1,763 1,526 2,070 1,167 1,763 1,307 1,417
75 1,878 1,185 2,960 2,750 2,392 1,989 1,576 2,321 1,274 1,989 1,238 1,382
100 1,867 1,268 3,430 3,567 2,680 2,433 1,837 2,812 1,435 2,433 1,280 1,466
125 1,838 1,156 3,685 3,661 2,933 2,537 2,005 3,168 1,596 2,537 1,256 1,443
150 1,921 1,060 3,944 3,172 3,172 2,288 2,053 2,993 1,652 2,288 1,243 1,386
175 1,755 1,169 4,857 5,041 3,072 2,607 2,768 4,314 1,751 2,607 1,581 1,934
200 1,678 0,895 5,107 4,330 3,171 2,190 3,044 4,836 1,890 2,190 1,611 1,977
 
 
 
 
 
 

Πίνακας 6.19 - Κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα για τη δεύτερη κλάση, 2nxn 

2nxn T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 2,72 2,50 1,53 2,07 1,00 1,00 1,31 1,42 
75 2,96 2,75 1,58 2,32 1,00 1,00 1,24 1,38 
100 3,43 3,57 1,84 2,81 1,00 1,00 1,28 1,47 
125 3,68 3,66 2,01 3,17 1,00 1,00 1,26 1,44 
150 3,94 3,17 2,05 2,99 1,00 1,00 1,24 1,39 
175 4,86 5,04 2,77 4,31 1,00 1,00 1,58 1,93 
200 5,11 4,33 3,04 4,84 1,00 1,00 1,61 1,98 
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Εικόνα 6.10 – Κλάση 2 :Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων, 2nxn 
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Εικόνα 6.11 – Κλάση 2 :Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων, 2nxn 

 
Αυτό που πρέπει να πούµε σε αυτήν την κλάση δεδοµένων είναι το γεγονός ότι για µεγάλα 
µεγέθη προβλήµατος, φαίνεται ότι ο αλγόριθµος simplex είναι πιο αποδοτικός από τον 
αλγόριθµο Τ2. Αυτό φαίνεται καθαρά στην εικόνα 6.10. 
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ΚΛΑΣΗ 3 – nxn 
Πίνακας 6.20 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της τρίτης  κλάσης δεδοµένων, nxn 

n T1 T2 T3 T4 
 niter niter cpu niter cpu niter cpu 
50 269,5 151,8 6,08 89,0 3,04 136,6 4,82 
75 508,1 283,9 22,72 151,4 9,26 226,2 14,98 
100 759,5 410,0 53,20 223,8 21,51 320,5 33,93 
125 1.032,7 587,1 111,02 262,2 35,77 391,0 60,22 
150 1.359,5 764,8 208,35 329,8 60,68 483,1 102,79
175 1.712,1 896,7 320,65 377,2 88,20 558,5 155,79
200 2.000,2 

cpu 
6,95 
26,66 
55,17 
113,70 
241,72 
408,23 
605,07 1.135,7 520,46 458,1 137,50 655,8 231,44

225 2.325,9 871,59 1.318,4 764,67 519,7 184,25 749,1 324,08
250 2.789,2 1.274,09 1.563,7 1.068,19 591,1 256,80 842,3 439,00
275 3.165,5 1.753,92 1.616,0 1.338,75 621,5 327,69 921,0 585,70
300 3.594,2 2.231,47 1.938,4 1.867,91 718,8 440,35 1.036,7 778,83

 
Πίνακας 6.21 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την τρίτη  κλάση δεδοµένων, nxn 

 T1/T2 T1/T3 T1/T4 T2/T3 T2/T4 T4/T3 
n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,775 1,143 3,028 2,286 1,973 1,442 1,706 2,000 1,111 1,442 1,535 1,586
75 1,790 1,173 3,356 2,879 2,246 1,780 1,875 2,454 1,255 1,780 1,494 1,618
100 1,852 1,037 3,394 2,565 2,370 1,626 1,832 2,473 1,279 1,626 1,432 1,577
125 1,759 1,024 3,939 3,179 2,641 1,888 2,239 3,104 1,502 1,888 1,491 1,684
150 1,778 1,160 4,122 3,984 2,814 2,352 2,319 3,434 1,583 2,352 1,465 1,694
175 1,909 1,273 4,539 4,628 3,066 2,620 2,377 3,635 1,606 2,620 1,481 1,766
200 1,761 1,163 4,366 4,401 3,050 2,614 2,479 3,785 1,732 2,614 1,432 1,683
225 1,764 1,140 4,475 4,730 3,105 2,689 2,537 4,150 1,760 2,689 1,441 1,759
250 1,784 1,193 4,719 4,961 3,311 2,902 2,645 4,160 1,856 2,902 1,425 1,710
275 1,959 1,310 5,093 5,352 3,437 2,995 2,600 4,085 1,755 2,995 1,482 1,787
300 1,854 1,195 5,000 5,067 3,467 2,865 2,697 4,242 1,870 2,865 1,442 1,769

 
 

Πίνακας 6.22 -  Κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα για την τρίτη  κλάση δεδοµένων, nxn 

n T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 3,03 2,29 1,71 2,00 1,00 1,00 1,53 1,59 
75 3,36 2,88 1,88 2,45 1,00 1,00 1,49 1,62 
100 3,39 2,56 1,83 2,47 1,00 1,00 1,43 1,58 
125 3,94 3,18 2,24 3,10 1,00 1,00 1,49 1,68 
150 4,12 3,98 2,32 3,43 1,00 1,00 1,46 1,69 
175 4,54 4,63 2,38 3,64 1,00 1,00 1,48 1,77 
200 4,37 4,40 2,48 3,79 1,00 1,00 1,43 1,68 
225 4,48 4,73 2,54 4,15 1,00 1,00 1,44 1,76 
250 4,72 4,96 2,65 4,16 1,00 1,00 1,42 1,71 
275 5,09 5,35 2,60 4,09 1,00 1,00 1,48 1,79 
300 5,00 5,07 2,70 4,24 1,00 1,00 1,44 1,77 
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Εικόνα 6.12 – Κλάση 3:Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων, nxn 
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Εικόνα 6.13 – Κλάση 3:Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων, nxn 
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ΚΛΑΣΗ 3 – nx2n 
Πίνακας 6.23 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της τρίτης  κλάσης δεδοµένων, nx2n 

nx2n T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 256,1 10,38 361,2 26,39 218,9 10,11 267,2 13,30 
75 514,5 37,43 676,9 101,73 339,4 30,46 412,7 38,02 
100 818,7 96,49 999,9 255,03 475,0 67,82 572,3 83,51 
125 1.090,4 196,85 1.442,5 556,03 613,3 125,54 735,5 154,34
150 1.542,5 387,42 1.857,5 1.016,40 732,0 204,27 877,4 253,09
175 1.856,3 821,34 2.518,9 1.759,50 857,6 314,91 1.072,5 394,49
200 2.309,6 1.209,96 3.028,5 2.561,97 1.037,0 467,33 1.233,0 584,77

 
 
 
 
 

Πίνακας 6.24 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την τρίτη  κλάση δεδοµένων, nx2n 

 T1/T2 T1/T3 T1/T4 T2/T3 T2/T4 T4/T3 
nx2n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 0,709 0,393 1,170 1,027 0,958 0,780 1,650 2,610 1,352 0,780 1,221 1,316
75 0,760 0,368 1,516 1,229 1,247 0,984 1,994 3,340 1,640 0,984 1,216 1,248
100 0,819 0,378 1,724 1,423 1,431 1,155 2,105 3,760 1,747 1,155 1,205 1,231
125 0,756 0,354 1,778 1,568 1,483 1,275 2,352 4,429 1,961 1,275 1,199 1,229
150 0,830 0,381 2,107 1,897 1,758 1,531 2,538 4,976 2,117 1,531 1,199 1,239
175 0,737 0,467 2,165 2,608 1,731 2,082 2,937 5,587 2,349 2,082 1,251 1,253
200 0,763 0,472 2,227 2,589 1,873 2,069 2,920 5,482 2,456 2,069 1,189 1,251
 
 
 
 

Πίνακας 6.25 -  Κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα για την τρίτη  κλάση δεδοµένων, nx2n 

nx2n T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,17 1,03 1,65 2,61 1,00 1,00 1,22 1,32 
75 1,52 1,23 1,99 3,34 1,00 1,00 1,22 1,25 
100 1,72 1,42 2,11 3,76 1,00 1,00 1,20 1,23 
125 1,78 1,57 2,35 4,43 1,00 1,00 1,20 1,23 
150 2,11 1,90 2,54 4,98 1,00 1,00 1,20 1,24 
175 2,16 2,61 2,94 5,59 1,00 1,00 1,25 1,25 
200 2,23 2,59 2,92 5,48 1,00 1,00 1,19 1,25 
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Εικόνα 6.14 – Κλάση 3:Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων, nx2n 
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Εικόνα 6.15 – Κλάση 3:Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων, nx2n 

 
Βασική παρατήρηση που προκύπτει από τα παραπάνω διαγράµµατα είναι η ανατροπή στην 
τελευταία θέση των αλγορίθµων. Αυτή η κλάση δεδοµένων φαίνεται ότι ευνοεί τον αλγόριθµο 
simplex (Τ1) έναντι του αλγορίθµου Τ2. Καλύτερος παραµένει ο αλγόριθµος Τ3 και σε 
επαναλήψεις και σε cpu χρόνο. Επίσης, για µικρά µεγέθη προβλήµατος, οι αλγόριθµοι Τ4, Τ2, 
Τ3 έχουν περίπου ίδια υπολογιστική συµπεριφορά (εικόνα 6.14). Στη συνέχεια παρουσιάζουµε 
και την εναποµείνασα κλάση δεδοµένων για το πρόβληµα µεταφοράς και περνάµε στο 
πρόβληµα αντιστοίχησης. 
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ΚΛΑΣΗ 3 – 2nxn 
Πίνακας 6.26 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της τρίτης  κλάσης δεδοµένων, 2nxn 

2nxn T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 250,2 9,94 243,3 16,27 182,4 8,33 268,8 14,52 
75 497,8 31,48 448,2 62,03 297,9 25,65 428,4 43,85 
100 796,9 106,19 622,6 145,41 403,7 54,21 579,3 95,49 
125 1.138,1 230,14 840,5 295,94 527,8 102,81 741,2 178,18
150 1.561,6 443,12 1.020,8 510,30 643,2 171,62 901,1 301,06
175 2.045,2 698,63 1.218,3 781,29 761,8 260,31 1.061,4 459,66
200 2.701,4 995,08 1.478,2 1.115,48 877,3 367,70 1.323,1 655,04

 
 
 
 

Πίνακας 6.27 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την τρίτη  κλάση δεδοµένων, 2nxn 

 T1/T2 T1/T3 T1/T4 T2/T3 T2/T4 T4/T3 
2nxn niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,028 0,611 1,372 1,193 0,931 0,685 1,334 1,953 0,905 0,685 1,474 1,743
75 1,111 0,507 1,671 1,227 1,162 0,718 1,505 2,418 1,046 0,718 1,438 1,710
100 1,280 0,730 1,974 1,959 1,376 1,112 1,542 2,682 1,075 1,112 1,435 1,761
125 1,354 0,778 2,156 2,238 1,536 1,292 1,592 2,879 1,134 1,292 1,404 1,733
150 1,530 0,868 2,428 2,582 1,733 1,472 1,587 2,973 1,133 1,472 1,401 1,754
175 1,679 0,894 2,685 2,684 1,927 1,520 1,599 3,001 1,148 1,520 1,393 1,766
200 1,827 0,892 3,079 2,706 2,042 1,519 1,685 3,034 1,117 1,519 1,508 1,781
 
 
 
 

Πίνακας 6.28 -  Κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα για την τρίτη  κλάση δεδοµένων, 2nxn 

2nxn T1 T2 T3 T4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,37 1,19 1,33 1,95 1,00 1,00 1,47 1,74 
75 1,67 1,23 1,50 2,42 1,00 1,00 1,44 1,71 
100 1,97 1,96 1,54 2,68 1,00 1,00 1,43 1,76 
125 2,16 2,24 1,59 2,88 1,00 1,00 1,40 1,73 
150 2,43 2,58 1,59 2,97 1,00 1,00 1,40 1,75 
175 2,68 2,68 1,60 3,00 1,00 1,00 1,39 1,77 
200 3,08 2,71 1,68 3,03 1,00 1,00 1,51 1,78 
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Εικόνα 6.16 – Κλάση 3:Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων, 2nxn 
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Εικόνα 6.17 – Κλάση 3:Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων, 2nxn 

Παρατηρούµε ότι στην εικόνα 6.15 έχουµε ανατροπή της µέχρι τώρα διάταξης. Αρχικά, ο 
αλγόριθµος Τ1, που µέχρι τώρα ήταν ο πιο αργός, έρχεται δεύτερος για µεγέθη µικρότερα του 
90. Στη συνέχεια έρχεται τρίτος, παραχωρώντας τη θέση του στον Τ4. Ο αλγόριθµος T2 είναι 
µόνίµος τελευταίος. Συνεπώς, πρόκειται για “hard” προβλήµατα.  
 
6.4.2 Αποτελέσµατα στο πρόβληµα Αντιστοίχησης 

Τα µεγέθη προβληµάτων που χρησιµοποιήθηκαν είναι από 50 µέχρι 300 µε βήµα 25 
(συνολικά 11 µεγέθη). Τρέξαµε συνεπώς 7 11 10 770× × =  προβλήµατα Αντιστοίχησης. Τα 
αποτελέσµατα που πήραµε για κάθε κλάση ξεχωριστά -και τα αντίστοιχα διαγράµµατα- 
φαίνονται στα παρακάτω σχήµατα. ∆ιαγράµµατα θα παρουσιασθούν µόνο για τα 
κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα  
ΚΛΑΣΗ 1 
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Πίνακας 6.29 – Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της πρώτης κλάσης δεδοµένων5 

n A1 A2 A3 A4 
  niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 272,0 10,68 149,8 6,07 67,3 3,78 116,2 3,97 
75 497,1 30,30 295,1 23,98 112,2 10,57 193,3 12,79 
100 769,6 64,40 430,4 57,66 159,5 21,86 261,9 27,92 
125 1.045,9 113,33 589,2 118,39 206,9 38,89 335,6 53,03 
150 1.381,8 184,07 786,9 218,65 250,0 61,33 420,3 90,63 
175 1.717,0 274,41 998,6 368,58 295,7 91,08 493,9 142,88
200 2.086,3 385,51 1.238,4 573,10 352,1 130,83 561,2 206,18
225 2.454,7 525,75 1.481,9 869,59 398,9 179,71 660,0 301,69
250 2.878,7 694,95 1.604,6 1.138,26 460,6 240,82 728,4 405,67
275 3.272,5 905,18 1.883,4 1.593,06 505,6 307,29 807,7 536,61
300 3.638,7 1.124,43 2.195,7 2.186,33 562,6 368,11 894,6 696,81

Πίνακας 6.30 – Σύγκριση των αλγορίθµων για την πρώτη κλάση δεδοµένων 

 A1/A2 A1/A3 A1/A4 A2/A3 A2/A4 A4/A3 
n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,816 1,759 4,042 2,825 2,341 2,690 2,226 1,606 1,289 1,529 1,727 1,050
75 1,685 1,264 4,430 2,867 2,572 2,369 2,630 2,269 1,527 1,875 1,723 1,210
100 1,788 1,117 4,825 2,946 2,939 2,307 2,698 2,638 1,643 2,065 1,642 1,277
125 1,775 0,957 5,055 2,914 3,117 2,137 2,848 3,044 1,756 2,233 1,622 1,364
150 1,756 0,842 5,527 3,001 3,288 2,031 3,148 3,565 1,872 2,413 1,681 1,478
175 1,719 0,745 5,807 3,013 3,476 1,921 3,377 4,047 2,022 2,580 1,670 1,569
200 1,685 0,673 5,925 2,947 3,718 1,870 3,517 4,380 2,207 2,780 1,594 1,576
225 1,656 0,605 6,154 2,926 3,719 1,743 3,715 4,839 2,245 2,882 1,655 1,679
250 1,794 0,611 6,250 2,886 3,952 1,713 3,484 4,727 2,203 2,806 1,581 1,685
275 1,738 0,568 6,473 2,946 4,052 1,687 3,725 5,184 2,332 2,969 1,598 1,746
300 1,657 0,514 6,468 3,055 4,067 1,614 3,903 5,939 2,454 3,138 1,590 1,893

Πίνακας 6.31 – Κανονικοποιηµένα αποτελέσµατα για την πρώτη κλάση 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 4,04 2,83 2,23 1,61 1,00 1,00 1,73 1,05 
75 4,43 2,87 2,63 2,27 1,00 1,00 1,72 1,21 
100 4,83 2,95 2,70 2,64 1,00 1,00 1,64 1,28 
125 5,06 2,91 2,85 3,04 1,00 1,00 1,62 1,36 
150 5,53 3,00 3,15 3,57 1,00 1,00 1,68 1,48 
175 5,81 3,01 3,38 4,05 1,00 1,00 1,67 1,57 
200 5,93 2,95 3,52 4,38 1,00 1,00 1,59 1,58 
225 6,15 2,93 3,71 4,84 1,00 1,00 1,65 1,68 
250 6,25 2,89 3,48 4,73 1,00 1,00 1,58 1,68 
275 6,47 2,95 3,73 5,18 1,00 1,00 1,60 1,75 
300 6,47 3,05 3,90 5,94 1,00 1,00 1,59 1,89 

                                                 
5 Οι χρόνοι εκφράζονται σε δευτερόλεπτα (sec) 
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Εικόνα 6.18 – Κλάση 1: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων  
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Εικόνα 6.19– Κλάση 1: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων 

 
Παρατηρούµε ότι ο αλγόριθµος Α3 είναι ανώτερος και σε χρόνο CPU άλλα και σε αριθµό 
επαναλήψεων. Συγκεκριµένα, είναι τρεις φορές καλύτερος σε χρόνο CPU από τον αλγόριθµο 
A1 ενώ για µεγάλα µεγέθη η διαφορά στον αριθµό επαναλήψεων είναι εξαπλάσια. Επίσης, ενώ 
αρχικά ο αλγόριθµος Α1(simplex) φαίνεται να είναι χειρότερος από άποψη χρόνου σε σχέση µε 
όλους τους άλλους αλγορίθµους εξωτερικών σηµείων(τέταρτος στην κατάταξή), για  
έρχεται τρίτος στην κατάταξη, παραχωρώντας τη θέση του στον αλγόριθµο Α2. Ο αλγόριθµος 
Α4 παραµένει σταθερά δεύτερος. 

110n ≥
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ΚΛΑΣΗ 2 
Πίνακας 6.32 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της δεύτερης κλάσης δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
  niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 277,9 10,92 149,8 6,07 67,0 3,77 120,9 4,12 
75 508,0 30,99 272,5 21,85 110,4 10,42 188,1 12,58 
100 773,2 65,04 438,9 58,19 156,3 21,55 266,5 28,68 
125 1.059,4 114,69 606,2 120,96 209,7 39,18 343,8 54,95 
150 1.399,8 187,83 777,6 216,67 253,8 62,69 416,7 92,03 
175 1.680,8 269,57 979,9 361,29 298,3 91,97 489,2 142,49
200 2.087,8 390,51 1.141,5 535,76 358,2 134,56 574,0 211,91
225 2.461,2 532,21 1.410,9 831,36 406,9 184,17 662,6 304,99
250 2.833,9 691,48 1.664,8 1.186,93 424,4 224,20 710,2 400,31
275 3.187,4 884,87 1.874,4 1.588,66 477,4 297,13 793,2 526,70
300 3.643,6 1.144,10 2.101,5 2.126,59 545,2 392,82 883,6 699,81

Πίνακας 6.33 – Σύγκριση των αλγορίθµων για την δεύτερη κλάση δεδοµένων 

 A1/A2 A1/A3 A1/A4 A2/A3 A2/A4 A4/A3 
n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,855 1,799 4,148 2,897 2,299 2,650 2,236 1,610 1,239 1,473 1,804 1,093
75 1,864 1,418 4,601 2,974 2,701 2,463 2,468 2,097 1,449 1,737 1,704 1,207
100 1,762 1,118 4,947 3,018 2,901 2,268 2,808 2,700 1,647 2,029 1,705 1,331
125 1,748 0,948 5,052 2,927 3,081 2,087 2,891 3,087 1,763 2,201 1,639 1,403
150 1,800 0,867 5,515 2,996 3,359 2,041 3,064 3,456 1,866 2,354 1,642 1,468
175 1,715 0,746 5,635 2,931 3,436 1,892 3,285 3,928 2,003 2,536 1,640 1,549
200 1,829 0,729 5,829 2,902 3,637 1,843 3,187 3,982 1,989 2,528 1,602 1,575
225 1,744 0,640 6,049 2,890 3,714 1,745 3,467 4,514 2,129 2,726 1,628 1,656
250 1,702 0,583 6,677 3,084 3,990 1,727 3,923 5,294 2,344 2,965 1,673 1,786
275 1,700 0,557 6,677 2,978 4,018 1,680 3,926 5,347 2,363 3,016 1,661 1,773
300 1,734 0,538 6,683 2,913 4,124 1,635 3,855 5,414 2,378 3,039 1,621 1,782

 

Πίνακας 6.34 – Κανονικοποιηµενα αποτελέσµατα για τη δεύτερη κλάση δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 4,15 2,90 2,24 1,61 1,00 1,00 1,80 1,09 
75 4,60 2,97 2,47 2,10 1,00 1,00 1,70 1,21 
100 4,95 3,02 2,81 2,70 1,00 1,00 1,71 1,33 
125 5,05 2,93 2,89 3,09 1,00 1,00 1,64 1,40 
150 5,52 3,00 3,06 3,46 1,00 1,00 1,64 1,47 
175 5,63 2,93 3,28 3,93 1,00 1,00 1,64 1,55 
200 5,83 2,90 3,19 3,98 1,00 1,00 1,60 1,57 
225 6,05 2,89 3,47 4,51 1,00 1,00 1,63 1,66 
250 6,68 3,08 3,92 5,29 1,00 1,00 1,67 1,79 
275 6,68 2,98 3,93 5,35 1,00 1,00 1,66 1,77 
300 6,68 2,91 3,85 5,41 1,00 1,00 1,62 1,78 
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Εικόνα 6.20 - Κλάση 2: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων  
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Εικόνα 6.21 – Κλάση 2: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων 

Και για αυτήν την κλάση παρατηρούµε ότι επιβεβαιώνονται τα αποτελέσµατα που πήραµε 
προηγουµένως. Ο αλγόριθµος Α3 παραµένει σταθερά πρώτος. 
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ΚΛΑΣΗ 3 
Πίνακας 6.35 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της τρίτης κλάσης δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 271,2 10,65 149,8 6,06 67,6 3,80 116,7 4,02 
75 494,3 30,25 296,3 23,96 112,5 10,44 193,4 12,88 
100 772,4 64,48 430,0 56,88 159,4 21,94 261,7 28,38 
125 1.053,5 113,01 589,8 117,18 207,5 38,87 334,9 53,03 
150 1.393,9 183,98 787,5 215,47 249,7 60,71 419,8 90,27 
175 1.720,3 272,36 997,8 364,70 295,7 90,74 494,1 143,10 
200 2.086,3 386,52 1.238,7 576,93 352,3 130,17 560,6 207,40 
225 2.469,8 524,83 1.484,5 870,56 398,4 177,13 660,0 302,38 
250 2.867,0 692,57 1.604,1 1.143,06 461,3 246,51 728,6 407,00 
275 3.269,3 906,20 1.885,8 1.625,69 505,7 311,36 806,5 538,51 
300 3.636,8 1.128,25 2.194,4 2.197,83 563,3 401,86 894,4 704,26 

Πίνακας 6.36 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την τρίτη κλάση δεδοµένων 

 A1/A2 A1/A3 A1/A4 A2/A3 A2/A4 A4/A3 
n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,810 1,757 4,012 2,803 2,324 2,649 2,216 1,595 1,284 1,507 1,726 1,058
75 1,668 1,263 4,394 2,898 2,556 2,349 2,634 2,295 1,532 1,860 1,719 1,234
100 1,796 1,134 4,846 2,939 2,951 2,272 2,698 2,593 1,643 2,004 1,642 1,294
125 1,786 0,964 5,077 2,907 3,146 2,131 2,842 3,015 1,761 2,210 1,614 1,364
150 1,770 0,854 5,582 3,030 3,320 2,038 3,154 3,549 1,876 2,387 1,681 1,487
175 1,724 0,747 5,818 3,002 3,482 1,903 3,374 4,019 2,019 2,549 1,671 1,577
200 1,684 0,670 5,922 2,969 3,722 1,864 3,516 4,432 2,210 2,782 1,591 1,593
225 1,664 0,603 6,199 2,963 3,742 1,736 3,726 4,915 2,249 2,879 1,657 1,707
250 1,787 0,606 6,215 2,810 3,935 1,702 3,477 4,637 2,202 2,809 1,579 1,651
275 1,734 0,557 6,465 2,910 4,054 1,683 3,729 5,221 2,338 3,019 1,595 1,730
300 1,657 0,513 6,456 2,808 4,066 1,602 3,896 5,469 2,453 3,121 1,588 1,753

Πίνακας 6.37 - Κανονικοποιηµενα αποτελέσµατα για τη τρίτη κλάση δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 4,01 2,80 2,22 1,59 1,00 1,00 1,73 1,06 
75 4,39 2,90 2,63 2,30 1,00 1,00 1,72 1,23 
100 4,85 2,94 2,70 2,59 1,00 1,00 1,64 1,29 
125 5,08 2,91 2,84 3,01 1,00 1,00 1,61 1,36 
150 5,58 3,03 3,15 3,55 1,00 1,00 1,68 1,49 
175 5,82 3,00 3,37 4,02 1,00 1,00 1,67 1,58 
200 5,92 2,97 3,52 4,43 1,00 1,00 1,59 1,59 
225 6,20 2,96 3,73 4,91 1,00 1,00 1,66 1,71 
250 6,22 2,81 3,48 4,64 1,00 1,00 1,58 1,65 
275 6,46 2,91 3,73 5,22 1,00 1,00 1,59 1,73 
300 6,46 2,81 3,90 5,47 1,00 1,00 1,59 1,75 
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Εικόνα 6.22 - Κλάση 3: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων  
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Εικόνα 6.23 – Κλάση 3: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων 
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ΚΛΑΣΗ 4 
Πίνακας 6.38 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της τέταρτης κλάσης δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 276,8 11,31 121,0 5,15 69,7 4,16 114,7 4,18 
75 498,5 31,79 200,3 16,94 117,2 11,19 180,8 12,67 
100 767,8 64,59 294,0 40,26 158,0 22,23 246,3 27,37 
125 1.043,1 113,52 417,5 86,29 202,5 38,91 304,3 49,97 
150 1.333,9 179,27 511,3 147,25 255,7 64,06 377,4 85,62 
175 1.727,4 275,04 629,2 237,54 290,0 90,44 449,9 132,75 
200 2.084,9 393,74 727,4 358,43 351,0 123,87 518,0 199,76 
225 2.415,8 520,43 838,4 513,41 392,0 178,80 598,0 277,86 
250 2.840,7 697,85 929,0 681,19 453,2 242,58 663,6 375,87 
275 3.215,6 902,49 1.066,2 942,99 481,3 303,41 709,5 485,54 
300 3.666,7 1.162,89 1.144,2 1.214,31 546,5 399,51 793,0 642,89 

Πίνακας 6.39 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την τέταρτη  κλάση δεδοµένων 

 A1/A2 A1/A3 A1/A4 A2/A3 A2/A4 A4/A3 
n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 2,288 2,196 3,971 2,719 2,413 2,706 1,736 1,238 1,055 1,232 1,646 1,005
75 2,489 1,877 4,253 2,841 2,757 2,509 1,709 1,514 1,108 1,337 1,543 1,132
100 2,612 1,604 4,859 2,906 3,117 2,360 1,861 1,811 1,194 1,471 1,559 1,231
125 2,498 1,316 5,151 2,918 3,428 2,272 2,062 2,218 1,372 1,727 1,503 1,284
150 2,609 1,217 5,217 2,798 3,534 2,094 2,000 2,299 1,355 1,720 1,476 1,337
175 2,745 1,158 5,957 3,041 3,840 2,072 2,170 2,626 1,399 1,789 1,551 1,468
200 2,866 1,099 5,940 3,179 4,025 1,971 2,072 2,894 1,404 1,794 1,476 1,613
225 2,881 1,014 6,163 2,911 4,040 1,873 2,139 2,871 1,402 1,848 1,526 1,554
250 3,058 1,024 6,268 2,877 4,281 1,857 2,050 2,808 1,400 1,812 1,464 1,549
275 3,016 0,957 6,681 2,974 4,532 1,859 2,215 3,108 1,503 1,942 1,474 1,600
300 3,205 0,958 6,709 2,911 4,624 1,809 2,094 3,039 1,443 1,889 1,451 1,609

Πίνακας 6.40 - Κανονικοποιηµενα αποτελέσµατα για τη τέταρτη κλάση δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 3,97 2,72 1,74 1,24 1,00 1,00 1,65 1,00 
75 4,25 2,84 1,71 1,51 1,00 1,00 1,54 1,13 
100 4,86 2,91 1,86 1,81 1,00 1,00 1,56 1,23 
125 5,15 2,92 2,06 2,22 1,00 1,00 1,50 1,28 
150 5,22 2,80 2,00 2,30 1,00 1,00 1,48 1,34 
175 5,96 3,04 2,17 2,63 1,00 1,00 1,55 1,47 
200 5,94 3,18 2,07 2,89 1,00 1,00 1,48 1,61 
225 6,16 2,91 2,14 2,87 1,00 1,00 1,53 1,55 
250 6,27 2,88 2,05 2,81 1,00 1,00 1,46 1,55 
275 6,68 2,97 2,22 3,11 1,00 1,00 1,47 1,60 
300 6,71 2,91 2,09 3,04 1,00 1,00 1,45 1,61 

 
 

 



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                                  Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου              Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

174

0,00

0,50

1,00

1,50

2,00

2,50

3,00

3,50

50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300

problem size

no
rm

al
iz

ed
 c

pu
 ti

m
es

A1
A2
A3
A4

 
Εικόνα 6.24 - Κλάση 4: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων 
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Εικόνα 6.25 - Κλάση 4: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων 

Παρατηρούµε ότι για αυτή την κλάση δεδοµένων υπάρχει µια ανατροπή της µέχρι τώρα 
κατάστασης. Ο αλγόριθµος Α2 εµφανίζεται πολύ καλύτερος και ανταγωνίζεται των αλγόριθµο 
Α1 ακόµη και σε µεγάλα µεγέθη προβληµάτων. Γενικά, αυτή η κλάση µπορούµε να πούµε ότι 
ευνοεί τους αλγορίθµους εξωτερικών σηµείων. 
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ΚΛΑΣΗ 5 
Πίνακας 6.41 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της πέµπτης κλάσης δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 291,4 11,54 137,8 5,63 75,3 4,22 129,0 4,38 
75 511,8 31,18 293,4 23,46 124,2 11,32 200,1 12,94 
100 789,8 66,24 423,0 56,09 159,7 22,14 265,9 28,33 
125 1.088,2 116,90 568,6 111,86 207,3 38,67 340,5 53,24 
150 1.450,1 193,01 797,6 221,96 249,5 60,81 412,9 90,72 
175 1.777,2 282,36 987,8 360,99 294,3 90,05 490,3 140,14 
200 2.146,4 403,02 1.266,7 599,44 356,3 133,27 569,1 208,76 
225 2.533,6 540,40 1.420,5 820,24 391,5 174,22 644,4 293,88 
250 2.910,5 712,15 1.524,7 1.081,55 458,3 238,65 724,8 397,42 
275 3.351,9 927,34 1.902,3 1.601,05 504,4 311,13 811,0 538,34 
300 3.709,9 1.159,88 2.258,7 2.295,93 559,5 398,41 902,0 708,37 

Πίνακας 6.42 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την πέµπτη  κλάση δεδοµένων 

 A1/A2 A1/A3 A1/A4 A2/A3 A2/A4 A4/A3 
n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 2,115 2,050 3,870 2,735 2,259 2,635 1,830 1,334 1,068 1,285 1,713 1,038
75 1,744 1,329 4,121 2,754 2,558 2,410 2,362 2,072 1,466 1,813 1,611 1,143
100 1,867 1,181 4,946 2,992 2,970 2,338 2,649 2,533 1,591 1,980 1,665 1,280
125 1,914 1,045 5,249 3,023 3,196 2,196 2,743 2,893 1,670 2,101 1,643 1,377
150 1,818 0,870 5,812 3,174 3,512 2,128 3,197 3,650 1,932 2,447 1,655 1,492
175 1,799 0,782 6,039 3,136 3,625 2,015 3,356 4,009 2,015 2,576 1,666 1,556
200 1,694 0,672 6,024 3,024 3,772 1,931 3,555 4,498 2,226 2,871 1,597 1,566
225 1,784 0,659 6,472 3,102 3,932 1,839 3,628 4,708 2,204 2,791 1,646 1,687
250 1,909 0,658 6,351 2,984 4,016 1,792 3,327 4,532 2,104 2,721 1,581 1,665
275 1,762 0,579 6,645 2,981 4,133 1,723 3,771 5,146 2,346 2,974 1,608 1,730
300 1,642 0,505 6,631 2,911 4,113 1,637 4,037 5,763 2,504 3,241 1,612 1,778

Πίνακας 6.43 - Κανονικοποιηµενα αποτελέσµατα για τη πέµπτη  κλάση δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 3,87 2,73 1,83 1,33 1,00 1,00 1,71 1,04 
75 4,12 2,75 2,36 2,07 1,00 1,00 1,61 1,14 
100 4,95 2,99 2,65 2,53 1,00 1,00 1,66 1,28 
125 5,25 3,02 2,74 2,89 1,00 1,00 1,64 1,38 
150 5,81 3,17 3,20 3,65 1,00 1,00 1,65 1,49 
175 6,04 3,14 3,36 4,01 1,00 1,00 1,67 1,56 
200 6,02 3,02 3,56 4,50 1,00 1,00 1,60 1,57 
225 6,47 3,10 3,63 4,71 1,00 1,00 1,65 1,69 
250 6,35 2,98 3,33 4,53 1,00 1,00 1,58 1,67 
275 6,65 2,98 3,77 5,15 1,00 1,00 1,61 1,73 
300 6,63 2,91 4,04 5,76 1,00 1,00 1,61 1,78 
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Εικόνα 6.26 - Κλάση 5: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων  
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Εικόνα 6.27 - Κλάση 5: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων 

 
Παρατηρούµε ότι σε αυτήν την κλάση επαναφέρεται η κατάσταση που των κλάσεων 1 – 4.   
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ΚΛΑΣΗ 6 
Πίνακας 6.44 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της έκτης  κλάσης δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 271,9 10,56 158,8 6,42 72,0 4,01 122,2 4,19 
75 496,8 29,89 292,2 23,59 111,9 10,42 192,0 12,52 
100 778,1 64,67 417,9 54,89 156,1 21,46 264,0 28,09 
125 1.060,7 113,39 589,0 115,90 207,0 38,75 335,4 53,01 
150 1.381,7 182,23 749,0 203,31 254,6 61,86 416,6 90,54 
175 1.713,5 269,46 954,0 348,62 308,1 91,14 500,3 144,72 
200 2.035,4 377,06 1.180,5 558,19 368,3 137,03 580,6 214,88 
225 2.426,2 515,65 1.412,4 828,29 402,2 180,26 652,3 298,33 
250 2.815,3 681,92 1.674,2 1.196,02 460,0 231,81 736,9 410,99 
275 3.234,9 895,04 1.819,0 1.556,78 511,0 304,91 810,9 542,33 
300 3.692,6 1.138,80 2.191,5 2.232,49 558,2 372,18 895,3 702,63 

Πίνακας 6.45 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την έκτη  κλάση δεδοµένων 

  A1/A2 A1/A3 A1/A4 A2/A3 A2/A4 A4/A3 
n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,712 1,645 3,776 2,633 2,225 2,520 2,206 1,601 1,300 1,532 1,697 1,045
75 1,700 1,267 4,440 2,869 2,588 2,387 2,611 2,264 1,522 1,884 1,716 1,202
100 1,862 1,178 4,985 3,014 2,947 2,302 2,677 2,558 1,583 1,954 1,691 1,309
125 1,801 0,978 5,124 2,926 3,162 2,139 2,845 2,991 1,756 2,186 1,620 1,368
150 1,845 0,896 5,427 2,946 3,317 2,013 2,942 3,287 1,798 2,246 1,636 1,464
175 1,796 0,773 5,562 2,957 3,425 1,862 3,096 3,825 1,907 2,409 1,624 1,588
200 1,724 0,676 5,526 2,752 3,506 1,755 3,205 4,073 2,033 2,598 1,576 1,568
225 1,718 0,623 6,032 2,861 3,719 1,728 3,512 4,595 2,165 2,776 1,622 1,655
250 1,682 0,570 6,120 2,942 3,820 1,659 3,640 5,159 2,272 2,910 1,602 1,773
275 1,778 0,575 6,331 2,935 3,989 1,650 3,560 5,106 2,243 2,871 1,587 1,779
300 1,685 0,510 6,615 3,060 4,124 1,621 3,926 5,998 2,448 3,177 1,604 1,888

Πίνακας 6.46 - Κανονικοποιηµενα αποτελέσµατα για τη έκτη  κλάση δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
  niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 

50 3,78 2,63 2,21 1,60 1,00 1,00 1,70 1,04 
75 4,44 2,87 2,61 2,26 1,00 1,00 1,72 1,20 
100 4,98 3,01 2,68 2,56 1,00 1,00 1,69 1,31 
125 5,12 2,93 2,85 2,99 1,00 1,00 1,62 1,37 
150 5,43 2,95 2,94 3,29 1,00 1,00 1,64 1,46 
175 5,56 2,96 3,10 3,83 1,00 1,00 1,62 1,59 
200 5,53 2,75 3,21 4,07 1,00 1,00 1,58 1,57 
225 6,03 2,86 3,51 4,59 1,00 1,00 1,62 1,65 
250 6,12 2,94 3,64 5,16 1,00 1,00 1,60 1,77 
275 6,33 2,94 3,56 5,11 1,00 1,00 1,59 1,78 
300 6,62 3,06 3,93 6,00 1,00 1,00 1,60 1,89 
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Εικόνα 6.28 - Κλάση 6: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων 
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Εικόνα 6.29 - Κλάση 6: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων 
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ΚΛΑΣΗ 7 
Πίνακας 6.47 - Υπολογιστικά Αποτελέσµατα της έβδοµης  κλάσης δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 276,2 10,67 151,9 6,14 67,0 3,68 118,5 4,03 
75 503,2 30,34 272,6 22,04 111,0 10,35 186,8 12,41 
100 776,6 64,20 438,5 58,38 165,2 22,25 271,4 29,00 
125 1.064,4 113,51 595,8 119,06 206,0 38,41 342,1 53,86 
150 1.385,9 181,89 754,7 209,94 251,5 61,07 421,6 92,08 
175 1.681,2 264,90 944,8 346,35 312,8 96,00 503,6 144,82 
200 2.054,1 379,82 1.195,9 566,50 348,8 130,14 566,0 208,80 
225 2.429,7 519,62 1.433,7 839,91 394,3 178,51 646,3 296,67 
250 2.855,4 695,14 1.665,2 1.176,15 450,2 238,13 725,8 402,53 
275 3.226,9 929,79 1.816,5 1.537,23 501,3 314,81 799,1 532,83 
300 3.630,9 1.121,47 2.144,5 2.187,64 552,7 386,51 887,9 698,78 

Πίνακας 6.48 - Σύγκριση των αλγορίθµων για την έβδοµη  κλάση δεδοµένων 

 A1/A2 A1/A3 A1/A4 A2/A3 A2/A4 A4/A3 
n niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 1,818 1,738 4,122 2,899 2,331 2,648 2,267 1,668 1,282 1,524 1,769 1,095
75 1,846 1,377 4,533 2,931 2,694 2,445 2,456 2,129 1,459 1,776 1,683 1,199
100 1,771 1,100 4,701 2,885 2,861 2,214 2,654 2,624 1,616 2,013 1,643 1,303
125 1,787 0,953 5,167 2,955 3,111 2,108 2,892 3,100 1,742 2,211 1,661 1,402
150 1,836 0,866 5,511 2,978 3,287 1,975 3,001 3,438 1,790 2,280 1,676 1,508
175 1,779 0,765 5,375 2,759 3,338 1,829 3,020 3,608 1,876 2,392 1,610 1,509
200 1,718 0,670 5,889 2,919 3,629 1,819 3,429 4,353 2,113 2,713 1,623 1,604
225 1,695 0,619 6,162 2,911 3,759 1,752 3,636 4,705 2,218 2,831 1,639 1,662
250 1,715 0,591 6,343 2,919 3,934 1,727 3,699 4,939 2,294 2,922 1,612 1,690
275 1,776 0,605 6,437 2,953 4,038 1,745 3,624 4,883 2,273 2,885 1,594 1,693
300 1,693 0,513 6,569 2,902 4,089 1,605 3,880 5,660 2,415 3,131 1,606 1,808

Πίνακας 6.49 - Κανονικοποιηµενα αποτελέσµατα για τη έβδοµη  κλάση δεδοµένων 

n A1 A2 A3 A4 
 niter cpu niter cpu niter cpu niter cpu 
50 4,12 2,90 2,27 1,67 1,00 1,00 1,77 1,10 
75 4,53 2,93 2,46 2,13 1,00 1,00 1,68 1,20 
100 4,70 2,89 2,65 2,62 1,00 1,00 1,64 1,30 
125 5,17 2,96 2,89 3,10 1,00 1,00 1,66 1,40 
150 5,51 2,98 3,00 3,44 1,00 1,00 1,68 1,51 
175 5,37 2,76 3,02 3,61 1,00 1,00 1,61 1,51 
200 5,89 2,92 3,43 4,35 1,00 1,00 1,62 1,60 
225 6,16 2,91 3,64 4,71 1,00 1,00 1,64 1,66 
250 6,34 2,92 3,70 4,94 1,00 1,00 1,61 1,69 
275 6,44 2,95 3,62 4,88 1,00 1,00 1,59 1,69 
300 6,57 2,90 3,88 5,66 1,00 1,00 1,61 1,81 
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Εικόνα 6.30 - Κλάση 7: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων χρόνων 
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Εικόνα 6.31 - Κλάση 7: Το διάγραµµα των κανονικοποιηµένων επαναλήψεων 

 
6.4.3 Βασικά Συµπεράσµατα Υπολογιστικής Μελέτης 

Το βασικό συµπέρασµα που µπορεί να προκύψει από την εκτενέστατη υπολογιστική 
µελέτη που πραγµατοποιήθηκε είναι ότι ο πιο αποδοτικός αλγόριθµος από αυτούς που 
παρουσιάσθηκαν είναι ο αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δάσος AKP. Στη συνέχεια, η 
δεύτερη θέση καταλαµβάνεται από τη τον αλγόριθµο Παπαρρίζου µε απλό ξεκίνηµα. Τις δύο 
τελευταίες θέσεις καταλαµβάνουν οι αλγόριθµοι Simplex και Balinski, οι οποίοι 
εναλλάσσονται, µε τον δεύτερο να επικρατεί τις περισσότερες φορές [PPS].  
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7.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Είναι γεγονός ότι η οπτικοποίηση µέσω λογισµικού είναι ένα πάρα πολύ σηµαντικό 
εργαλείο για την παρουσίαση και εµπέδωση αλγορίθµων. Με τον όρο «οπτικοποίηση µέσω 
λογισµικού» εννοούµε τη χρήση γραφικών και animation έτσι ώστε να παρουσιασθούν 
αναλυτικά τα βήµατα ενός αλγορίθµου. Ειδικότερα σε µαθήµατα Αλγορίθµων, η οπτικοποίηση 
αποτελεί µια από τις πιο διαδοµένες µεθόδους διδασκαλίας και ανήκει σε ένα νέο επιστηµονικό 
πεδίο έρευνας. 

Χρησιµοποιώντας λογισµικό οπτικοποίησης, στοχεύουµε να παρουσιάσουµε την 
κατάσταση του προβλήµατος σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου. Αυτή η διαδικασία βοηθάει 
κάποιον να κατανοήσει τις ενέργειες που πρέπει να εκτελεσθούν έτσι ώστε να µεταβούµε από 
µία επανάληψη  στην επανάληψη u 1u + . Ωστόσο, κάποιος δε πρόκειται να µάθει τη 
λειτουργία του αλγορίθµου κάνοντας χρήση ενός λογισµικού οπτικοποίησης [BCS]. Ο 
αλγόριθµος θα πρέπει να µελετηθεί διεξοδικά πριν εκτελεσθεί η οπτικοποίηση, ιδιαίτερα όταν 
µελετώνται αλγόριθµοι µεγάλης πολυπλοκότητας όπως είναι οι αλγόριθµοι ∆ικτυακού 
Προγραµµατισµού. 

Όλοι οι αλγόριθµοι που παρουσιάσθηκαν προγραµµατίστηκαν σε Java έτσι ώστε να 
επιτευχθεί µια γραφική παρουσίαση των κυριότερων λειτουργιών των αλγορίθµων. ∆ε 
χρησιµοποιήθηκε ιδιαίτερη αντικειµενοστραφής προσέγγιση άλλα οι προσπάθειες εστιάστηκαν 
στο τελικό οπτικό αποτέλεσµα. Όλες οι µικροεφαρµογές Java (Java Applets) είναι διαθέσιµες 
προς εκτέλεση στο web. 

Η ανάπτυξη των µικροεφαρµογών είχε κατά κύριο λόγο εκπαιδευτικό χαρακτήρα και 
έγινε µε γνώµονα τα παρακάτω σηµεία[PP]: 

• Οι φοιτητές πρέπει να αποκτήσουν µια γενική εικόνα της λειτουργίας του 
αλγορίθµου. 

• Πρέπει να γίνει ξεκάθαρο µε ποιο τρόπο το δέντρο κάθε επανάληψης 
αλληλεπιδρά µε την τρέχουσα κατάσταση των µεταβλητών του αλγορίθµου. 
Επίσης, οι φοιτητές πρέπει να καταλάβουν πως επιτυγχάνεται η ανανέωση του 
τρέχοντος δέντρου. 

• Ο διδάσκων θα πρέπει να δώσει έµφαση στον τρόπο που χρησιµοποιείται το 
δέντρο από το λογισµικό. Με αυτόν τον τρόπο, ο διδάσκων δε θα χρειαστεί να 
ζωγραφίζει τις διαδοχικές καταστάσεις του δέντρου στον πίνακα. 

• Η χρήση της τεχνολογίας και µεθόδων βασισµένων σε υπολογιστές κάνει τα 
µαθήµατα Αλγορίθµων πιο ευχάριστα και πιο ενδιαφέροντα. 

 
Στη συνέχεια θα αναφερόµαστε στους αλγορίθµους που παρουσιάσθηκαν στα προηγούµενα 
κεφάλαια µε τις συντοµογραφίες που αναφέρθηκαν και στο κεφάλαιο 6 : 
 

Πίνακας 7.1 – Συντοµογραφίες Ονοµάτων Αλγορίθµων 

Ακρωνύ-
µιο 

Αλγόριθµος 

Τ1 Πρωτεύων Αλγόριθµος Simplex για το πρόβληµα Μεταφοράς 
Α1 Πρωτεύων Αλγόριθµος Simplex για το πρόβληµα Αντιστοίχησης 
Τ2 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δέντρο Balinski για το πρόβληµα Μεταφοράς 
Α2 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δέντρο Balinski για το πρόβληµα Αντιστοίχησης
Τ3 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δάσος AKP για το πρόβληµα Μεταφοράς 
A3 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δάσος AKP για το πρόβληµα Αντιστοίχησης 
Τ4 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε  απλό ξεκίνηµα για το πρόβληµα Μεταφοράς 
Α4 Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε απλό ξεκίνηµα για το πρόβληµα Αντιστοίχησης 
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7.2 ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΤΟΥ ΛΟΓΙΣΜΙΚΟΥ 
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τα frames που παράγει το λογισµικό όταν εκτελείται για 

τους αλγόριθµους που παρουσιάσθηκαν. Στις υποενότητες που ακολουθούν θα παρουσιάσουµε 
τις µερικές διαδοχικές επαναλήψεις όλων των αλγορίθµων για τυχαία δεδοµένα όπως αυτές 
εκτελούνται από το λογισµικό[PPS].    
 
7.2.1 Οπτικοποίηση Αλγορίθµου Τ1  

Παρακάτω παρουσιάζουµε τις πρώτες 6 επαναλήψεις του αλγορίθµου για την επίλυση 
ενός 7x11 προβλήµατος Μεταφοράς. 
 

 

 
                          Εικόνα 7.0 – Οπτικοποίηση του αλγορίθµου για ένα 7x11 πρόβληµα Μεταφοράς 
 

Παρατηρείστε ότι σηµειώνονται τα τόξα που ανήκουν στα σύνολα και C+ C− , το 
εισερχόµενο και το εξερχόµενο τόξο, έτσι ώστε ο χρήστης να µπορεί να διακρίνει τις βασικές 
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µεταβλητές του αλγορίθµου. Επίσης, οι κόµβοι που ανήκουν στο δέντρο T  ζωγραφίζονται µε 
γκρι χρώµα. 

*

  
7.2.2 Οπτικοποίηση Αλγόριθµου Α1 

Παρακάτω παρουσιάζουµε τις πρώτες 6 επαναλήψεις του αλγορίθµου για την επίλυση 
ενός προβλήµατος Αντιστοίχησης µεγέθους 10.    
 

 
 

 
Εικόνα 7.1 – Οπτικοποίηση του αλγορίθµου για ένα πρόβληµα Αντιστοίχησης µεγέθους 10 

 
Παρατηρείστε ότι στην πρώτη εικόνα, το αρχικό εφικτό δέντρο είναι ένας δρόµος(path) 

από τον κόµβο στήλη 1 προς τον κόµβο γραµµή 10, όπως ακριβώς αναφέρθηκε και στην 
περιγραφή του αλγορίθµου. Επίσης, για την καλύτερη κατανόηση του αλγορίθµου, βλέπουµε 
ότι οι κόµβοι που ανήκουν στον δρόµο  περιβάλλονται µε χρώµα µπλε, έτσι ώστε ο [ , ]P T g

 



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                                  Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου              Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

186

χρήστης να µπορεί να διαπιστώσει αν [ , ]h P T g∈ και να καταλάβει ποιο θα είναι το εξερχόµενο 
τόξο. 

Το εξερχόµενο τόξο, όπως και στο πρόβληµα Μεταφοράς, µαρκάρεται µε δύο 
παράλληλες κόκκινες γραµµές, ενώ το εισερχόµενο τόξο είναι πράσινο ηµιελλειψοειδές. 
7.2.3 Οπτικοποίηση Αλγορίθµου Τ2 

Το δέντρο που αντιστοιχεί στην πρώτη εικόνα είναι το δέντρο Balinski όπως αυτό 
περιγράφηκε για το πρόβληµα Μεταφοράς. Παρατηρείστε ότι όλοι οι κόµβοι γραµµές 
βρίσκονται στο επίπεδο 2 εκτός από τη ρίζα του δέντρου. 

 
  

 

 
Εικόνα 7.2 – Οπτικοποίηση του αλγορίθµου για ένα 13x10 πρόβληµα Μεταφοράς  

 
Βλέπουµε ότι στο δέντρο Balinski υπάρχουν τόξα (1, )j  τέτοια ώστε  πράγµα που 
σηµαίνει ότι . Αυτό άλλωστε θα φανεί και στην επόµενη οπτικοποιήση που θα 
παρουσιασθεί ο ίδιος αλγόριθµος για το πρόβληµα Αντιστοίχησης. 

1 0jx <
F ≠ ∅
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7.2.4 Οπτικοποίηση Αλγορίθµου Α2 
Παρακάτω παρουσιάζουµε τις πρώτες 6 επαναλήψεις του αλγορίθµου για την επίλυση 

ενός προβλήµατος Αντιστοίχησης µεγέθους 15. 

 

 
 

Εικόνα 7.3 – Οπτικοποίηση του αλγορίθµου πρόβληµα Αντιστοίχησης µεγέθους 15 
 
Αυτή η οπτικοποίηση έχει ακόµη ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό. Παρατηρούµε ότι δύο κόµβοι 
στο δέντρο περιβάλλονται σε κάθε επανάληψη µε κόκκινο χρώµα. Αυτοί είναι οι κόµβοι  και h
f , οι βαθµοί των οποίων χρησιµοποιούνται για τον καθορισµό του εξερχόµενου τόξου ( .   ,k )

Οι τεχνικές σχεδίασης που χρησιµοποιούνται και εδώ είναι όµοιες µε αυτές που 
χρησιµοποιήθηκαν και από τους άλλους αλγορίθµους. ∆ίπλα σε κάθε τόξο  αναγράφονται 
οι τιµές των µεταβλητών απόφασης 

( , )i j
{ }0,1ijx ∈ . Επίσης, οι κόµβοι που ζωγραφίζονται µε χρώµα 

γκρι ανήκουν στο δέντρο T . Ρίζα του δέντρου παραµένει πάντα ο κόµβος-γραµµή 1. *
 
 

 



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                                  Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου              Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

188

7.2.5 Οπτικοποίηση Αλγορίθµου Τ3 
Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουµε την επίλυση µέσω λογισµικού ενός 16x9 προβλήµατος 

Μεταφοράς µέσω του λογισµικού και χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο Τ3.Παρατηρείστε ότι τα 
τόξα (0, )j  ζωγραφίζονται µε διαφορετικό τρόπο από τα τόξα ( ,0)j   για να  µπορούµε  να  δια- 

 

 
Εικόνα 7.4 – Οπτικοποίηση του αλγορίθµου για ένα 16x9 πρόβληµα Μεταφοράς 

κρίνουµε ποιοι κόµβοι ανήκουν στο  και ποιοι ανήκουν στοSF DF .  

 
Εικόνα 7.5 – Επιλύνοντας ένα 12x8 πρόβληµα Μεταφοράς 
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7.2.6 Οπτικοποίηση Αλγορίθµου Α3 
Παρακάτω παρουσιάζουµε 3 διαδοχικές επαναλήψεις του αλγορίθµου για την επίλυση 

ενός προβλήµατος Αντιστοίχησης µεγέθους 15. 
 
  
 

 
 Εικόνα 7.6 – Επιλύνοντας ένα πρόβληµα Αντιστοίχησης µεγέθους 12 

 
   
 

 
Εικόνα 7.7 -  Επιλύνοντας ένα πρόβληµα Αντιστοίχησης µεγέθους 17 
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7.2.7 Οπτικοποίηση Αλγορίθµου Τ4 
Παρακάτω παρουσιάζουµε τις έξι πρώτες  επαναλήψεις του αλγορίθµου για την επίλυση 

ενός 5x7 προβλήµατος Μεταφοράς. 

   

 
Εικόνα 7.8 – Οι πρώτες 6 επαναλήψεις του αλγορίθµου Τ4  

 
Παρατηρείστε ότι αρχικά όλοι οι κόµβοι βρίσκονται σε βάθος 1. Το σύνολο  αποτελείται 
από τους κόµβους γραµµές(πρώτη εικόνα) ενώ το σύνολο 

SF
DF  αποτελείται από τους κόµβους 

στήλες. Οι επόµενες 3 επαναλήψεις του αλγορίθµου φαίνονται στο παρακάτω σχήµα. 
 
7.2.8 Οπτικοποίηση Αλγορίθµου Α4 

Τέλος, θα παρουσιάσουµε την οπτικοποίηση του αλγορίθµου Α4. Παρουσιάζονται 
ενδεικτικά οι 6 πρώτες επαναλήψεις για ένα πρόβληµα Αντιστοίχησης µεγέθους 10. 
Παρατηρείστε ότι επειδή εδώ µας ενδιαφέρει µόνο ο βαθµός του κόµβου h  για την επιλογή του 
εξερχόµενου τόξου, µόνο αυτός περιβάλλεται µε κόκκινο.  
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 Εικόνα 7.9 – Οι πρώτες 6 επαναλήψεις του αλγορίθµου Α4  

 
7.3 Η ΦΟΡΜΑ ΕΛΕΓΧΟΥ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

Επειδή το λογισµικό έχει εκπαιδευτικό χαρακτήρα, τα frames που παρουσιάσαµε θα 
πρέπει να συνοδεύονται και από έναν τρόπο αναπαράστασης των δεδοµένων που 
αντιπροσωπεύουν. Έτσι, προσθέσαµε στο λογισµικό και µία επιπλέον φόρµα όπου 
αναγράφονται οι τιµές των διάφορων κρίσιµων µεταβλητών του αλγορίθµου. Σε αυτήν τη 
φόρµα, η οποία είναι διαφορετική για κάθε αλγόριθµο, αναγράφονται οι τιµές µεταβλητών 
όπως το εισερχόµενο τόξο , το εξερχόµενο τόξο , ο πίνακας των µειωµένων κοστών 

, καθώς και άλλες µεταβλητές. Η ανανέωση του δέντρου συµβαδίζει πάντα µε την ανανέωση 
της φόρµας και έτσι πετυχαίνεται πάντα µια τέλεια οπτικοποιήση του αλγορίθµου.  

( , )g h ( , )k

ijs

Ελέγχοντας µε προσοχή τη φόρµα, ο χρήστης θα µπορεί να διαπιστώνει πως 
ανανεώνονται οι µεταβλητές του αλγορίθµου. Παράλληλα, επάνω στη φόρµα βρίσκονται και 
τα κύρια χειριστήρια για την εκτέλεση του αλγορίθµου. Η επίλυση ενός προβλήµατος 
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Αντιστοίχησης µεγέθους 5, χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο Α1 µέσω του λογισµικού φαίνεται 
καθαρά στις παρακάτω εικόνες: 

 

  
 

  
 

  

 



∆ιπλωµατική  Εργασία                                                                  Τµήµα Εφαρµοσµένης Πληροφορικής  
Χαράλαµπος Παπαµάνθου              Πανεπιστήµιο Μακεδονίας 
 

193

 

   
 

   
 

   
Εικόνα 7.10 – Η φόρµα ελέγχου δεδοµένων στις διάφορες επαναλήψεις 
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Παρατηρείστε ότι το πράσινο κελί του πίνακα  αντιστοιχεί στο εισερχόµενο τόξο, ενώ το 
κόκκινο κελί του πίνακα αντιστοιχεί πάντα στο εξερχόµενο τόξο. Παράλληλα, δίπλα από κάθε 
γραµµή και στήλη που ανήκουν στο αποκοµµένο δέντρο * , αναγράφονται οι τιµές που 
πρέπει να προστεθούν και αν αφαιρεθούν έτσι ώστε να επιτευχθεί ανανέωση του πίνακα των 
µειωµένων κοστών. Με αυτόν τον τρόπο ο χρήστης µπορεί να κατανοήσει τη µέθοδο 
ανανέωσης των δεδοµένων και να την εφαρµόσει και αυτός για να λύσει ένα πρόβληµα στο 
χαρτί. Τέλος, παρατηρείστε ότι το δέντρο που παράγεται µετά από 6 επαναλήψεις(εικόνα 7.10) 
είναι βέλτιστο.  

ijs

T

 
7.4 Η ΤΕΧΝΙΚΗ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ  

Κλείνοντας το κεφάλαιο της οπτικοποιήσης, θα αναφερθούµε περιληπτικά στη 
προγραµµατιστική µέθοδο που χρησιµοποιήσαµε για την απεικόνιση στο επίπεδο των δέντρων 
που χρησιµοποιούν οι αλγόριθµοι. Έστω λοιπόν ένα δέντρο  που κατασκευάζεται από το 
λογισµικό όπως αυτό της εικόνας 7.11.  

T

  
Εικόνα 7.11 – Ένα δέντρο Τ 

Παρατηρείστε ότι ο αλγόριθµος σχεδίασης κάνει βέλτιστη χρησιµοποίηση του χώρου[PP]. 
Χρησιµοποιείται το βάθος του δέντρου για να αποφασισθεί σε πόσα επίπεδα θα χωρισθεί το 
πλαίσιο σχεδίασης. Σε κάθε επίπεδο, υπάρχουν µόνο κόµβοι που ανήκουν στο ίδιο βάθος. 
Αυτός είναι ο λόγος που η απόσταση µεταξύ κόµβων που ανήκουν σε διαδοχικά επίπεδα 
εξαρτάται από το µέγεθος του προβλήµατος που επιλύουµε. Συγκεκριµένα, οι  κάθετες 
αποστάσεις µεταξύ των κόµβων είναι αντιστρόφως ανάλογες µε το µέγεθος του προβλήµατος. 
Θεωρητικά, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε αυτήν τη τεχνική για να απεικονίσουµε δέντρα 
προβληµάτων οποιουδήποτε µεγέθους. Ωστόσο, το µέγεθος περιορίζεται στον ακέραιο 20, για 
να έχουµε ένα καλό αισθητικό αποτέλεσµα(αυτό σηµαίνει ότι µε το λογισµικό οπτικοποιήσης 
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µπορούµε να λύσουµε προβλήµατα Αντιστοίχησης µεγέθους 20n ≤  και προβλήµατα 
Μεταφοράς µεγέθους  µε m n× , 2m n 0≤ ). 

Συγκεκριµένα, ο αλγόριθµος σχεδίασης που χρησιµοποιήσαµε λειτουργεί ως εξής. Όπως 
και στους αλγορίθµους που περιγράψαµε στα προηγούµενα κεφάλαια, έτσι και στην 
οπτικοποίηση χρησιµοποιείται και ανανεώνεται το διάνυσµα βάθους . Υπενθυµίζουµε ότι 
στο διάνυσµα αυτό αποθηκεύονται τα βάθη των κόµβων του δέντρου έτσι ώστε το στοιχείο του 
διανύσµατος  να ισούται µε το βάθος του κόµβου . Το διάνυσµα  που αντιστοιχεί στο 
δέντρο της εικόνας 7.11 θα είναι συνεπώς: 

d

d( )d i i

 
[ ]7 5 9 11 3 1 3 3 5 5 0 4 4 8 10 2 2 4 2 6d =  

 
Παρατηρείστε ότι το βάθος του κόµβου στήλη  αποθηκεύεται στη θέση του διανύσµατος 

, όταν πρόκειται για πρόβληµα Αντιστοίχησης µεγέθους , ενώ αποθηκεύεται στη θέση 
 όταν πρόκειται για ένα 

i i n+
d
+

n
i m m n×  πρόβληµα Μεταφοράς. Ο αλγόριθµος σχεδίασης 
χρησιµοποιεί έναν  πίνακα q r× A  τέτοιον ώστε:  
 

{ }max ( ),  1.. 1q d i i e= = +  
 

όπου  το άθροισµα των κόµβων του προβλήµατος(είναι e 2e n=  ή , ανάλογα εάν 
έχουµε πρόβληµα Αντιστοίχησης ή Μεταφοράς αντίστοιχα). Επίσης 

e m n= +

 
{ }max ( ),  0.. 1r b i i q= = −  

 
όπου  ένα διάνυσµα  θέσεων, στη θέση ( )  του οποίου αποθηκεύεται το πλήθος των 
κόµβων στο  επίπεδο. Οι γραµµές του πίνακα  αριθµούνται από το 0 έως έτσι ώστε να 
αναπαριστούν τα αντίστοιχα βάθη των κόµβων που ανήκουν στη συγκεκριµένη γραµµή. Ο 
πίνακας  κατασκευάζεται σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου µε έναν τρόπο που απεικονίζει 
τη «γεωµετρική φύση» του δέντρου. Αυτό µπορεί εύκολα να γίνει κατανοητό µε ένα 
παράδειγµα. Έτσι, ο πίνακας 

b q b i
Ai 1m −

A

( )A T  που αντιπροσωπεύει το δέντρο της εικόνας 7.11 θα είναι ο 
παρακάτω12  πίνακας: 3×
 

11
6

16 17 19
5 7 8

18 12 13
10 2 9

( )
20
1

14
3

15
4

A T

∞ ∞ 
 ∞ ∞ 
 
 
 
 
 
 =  ∞ ∞
 

∞ ∞ 
 ∞ ∞ 
 ∞ ∞
 ∞ ∞ 
 ∞ ∞  
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Με τον τρόπο που περιγράψαµε είναι εύκολο να αναθέσουµε σε κάθε κόµβο του δέντρου ένα 
χώρο που περιορίζεται από ένα ορθογώνιο µεταβλητών διαστάσεων, οι οποίες εξαρτώνται κάθε 
φορά από το µέγεθος του προβλήµατος που λύνουµε, το πλήθος των κόµβων που ανήκουν στο 
ίδιο επίπεδο καθώς και το διαθέσιµο χώρο σχεδίασης. Έτσι, υπολογίζουµε εύκολα τις 
συντεταγµένες κάθε κόµβου και τους απεικονίζουµε στο καρτεσιανό επίπεδο. Ο πίνακας A  
ανανεώνεται σε κάθε επανάληψη και καθορίζει τη σχεδίαση του νέου δέντρου. Έτσι, οι κόµβοι 
που ανήκουν στο ίδιο βάθος αλλάζουν τη θέση τους ανάλογα µε τον αριθµό των «ισοβαθών» 
κόµβων. Παράλληλα, τα βασικά τόξα του δέντρου µπορούν να σχεδιαστούν εύκολα 
χρησιµοποιώντας τις ήδη υπολογισµένες συντεταγµένες των κόµβων του δέντρου.   

Τελειώνοντας µε τη λειτουργία του αλγορίθµου σχεδίασης, θα αναφερθούµε στην 
καµπύλη που χρησιµοποιείται για την απεικόνιση του εισερχόµενου τόξου ( , ) . Αυτή η 
καµπύλη είναι ένα ελλειψοειδές, του οποίου τα σηµεία 

g h
( , )M x y  µπορούν να παρασταθούν στο 

επίπεδο µε τις παραµετρικές εξισώσεις της έλλειψης οι οποίες είναι 
 

sin cos  ,  [0, 2 )
2
ax r t y t t π= ∧ = ∈  

 
,όπου είναι η απόσταση µεταξύ των κόµβων ,  και  είναι µια τιµή της επιλογής µας που 
δείχνει την κυρτότητα της έλλειψης. Στο πρόγραµµα έχουµε θέσει 

a g h r
80r = 1. Οι παραπάνω 

εξισώσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τη σχεδίαση ελλείψεων των οποίων οι άξονες είναι 
παράλληλοι µε τους άξονες του συστήµατος συντεταγµένων(αυτό συµβαίνει στην πρώτη 
επανάληψη της εικόνας 7.1) και των οποίων τα κέντρα είναι η αρχή των αξόνων . 
Επειδή τις περισσότερες φορές η έλλειψη που πρέπει να σχεδιαστεί παρουσιάζει µια κλίση ως 
προς τους άξονες του συστήµατος, υπολογίζουµε τη γωνία 

(0,0)O

ϑ  που σχηµατίζεται όταν η ευθεία 
που ενώνει τους κόµβους ,  περιστραφεί έως ότου συναντήσει την ευθεία . Η γωνία 
αυτή υπολογίζεται εύκολα θέτοντας: 

g h 0y =

 

arctan g h

g h

y y
x x

ϑ
 −

=   − 
 

 
, όπου ,g gx y  είναι οι συντεταγµένες του κόµβου  και αντίστοιχα ,g h hx y

K x
 είναι οι 

συντεταγµένες του κόµβου . Στη συνέχεια, υπολογίζοντας και το νέο κέντρο  και 
εφαρµόζοντας µια περιστροφή  και µια µετατόπιση (σχήµα 7.12) πετυχαίνουµε πάντα το 
σχεδιασµό του σωστού ελλειψοειδούς, του οποίου οι συντεταγµένες τελικά είναι [Kl], [Pk]:      

h 0 0( , )y

 

0 0

0 0

cos sin sin cos cos sin
2

cos sin cos cos sin sin
2

aX x x y x r t t

aY y y x y t r t

ϑ ϑ ϑ ϑ

ϑ ϑ ϑ

= + + = + +

= + − = + − ϑ
 

   

,όπου ,
2

kπt k π ∈  
 και είναι ένας ακέραιος που καθορίζεται από το λογισµικό έτσι ώστε 

να σχεδιάζεται πάντα το κατάλληλο µισό του ελλειψοειδούς.  Επίσης, θα πρέπει να επισηµανθεί 
το εξής σηµαντικό. Επειδή η γλώσσα προγραµµατισµού Java υποστηρίζει ένα διαφορετικό 

0k ≥

                                                 
1 Παρατηρείστε ότι αν , τότε το εισερχόµενο τόξο θα είναι ηµικύκλιο ακτίνας / 2 2 160a r a r= ⇒ = = 80r = . 
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σύστηµα συντεταγµένων από αυτό που χρησιµοποιεί η Ευκλείδεια Γεωµετρία2[Kg], 
χρειάστηκε να γίνουν µερικές ασήµαντες αλλαγές στους τύπους που παρουσιάσθηκαν, οι 
οποίες όµως δε θα αναφερθούν επειδή αφορούν ένα χαρακτηριστικό της συγκεκριµένης 
γλώσσας προγραµµατισµού. 
 

g

h

  x0

y0

xx'

yy'

ϑ

h gy y−

h gx x−
M(x, y)

R(X ,Y)

K(x0 ,y0)

O(0,0)

 
Εικόνα 7.12 – Σχεδιάζοντας την καµπύλη του εισερχόµενου τόξου  

Όλοι αυτοί οι µετασχηµατισµοί εφαρµόστηκαν µε επιτυχία έτσι ώστε να επιτευχθεί µια 
καλύτερη οπτικοποίηση των αλγορίθµων.  

Τέλος, για να δούµε τη λειτουργία του αλγορίθµου σχεδίασης για προβλήµατα 
µεγαλύτερου µεγέθους, παρουσιάζουµε ένα frame που παράγεται από το λογισµικό όταν λύνει 
ένα πρόβληµα Αντιστοίχησης µεγέθούς 20. 

 
Εικόνα 7.13 – Επιλύνοντας ένα πρόβληµα Αντιστοίχησης µεγέθους 20 µε τον αλγόριθµο Α3 

                                                 
2 Στη Java, ένα σηµείο M(x,y) αυξάνει τις συντεταγµένες του, κινούµενο νοτιοανατολικά και όχι βορειοανατολικά.  
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Παρατηρείστε ότι υπάρχουν συνολικά 41 κόµβοι στην εικόνα 7.13(20 κόµβοι γραµµές, 20 
κόµβοι στήλες και ο ουδέτερος κόµβος 0).  

Ακριβώς η ίδια µεθοδολογία απεικόνισης δέντρων στο επίπεδο εφαρµόστηκε και για την 
οπτικοποίηση των διασχίσεων ενός δέντρου (Inorder, Preorder, Postorder)[Τr]. Όλες οι 
µικροεφαρµογές Java µπορούν να εκτελεσθούν στην παρακάτω διεύθυνση: 
http://macedonia.uom.gr/~it0067/netpro/index.htm 
  
7.5 ΑΝΑΦΟΡΕΣ 
[PP] C. Papamanthou, K. Paparrizos, “A Visualization of the Primal Simplex Algorithm for the Assignment 
Problem”, accepted demo proposal, ITiCSE 2003 
[PPS] C. Papamanthou, K. Paparrizos, N. Samaras, “An Educational Visualization Software for the Assignment 
Problem”, submitted for presentation and publication (PCI 2003 – Panhellenic Conference in Informatics) 
[BCS] Byrne, D. M., Catrambone, R., Stasko, T. J. “Do Algorithm Animations Aid Learning?”, 7th Annual 
Winter Text Conference, Jackson Hole, January, 1996  
[Kg] King, K. N. “Java Programming from the beginning”, New York: W.W. Norton, c2000  
[Kl]  S. Kalafatoudis, “Computer Graphics” Athens 1991, in Greek 
[Pk] G. Pekos, “Applied Mathematics”, Zygos Publications, Thessaloniki 2000, in Greek 
[Τr] http://macedonia.uom.gr/~it0067/traversal.htm (Visualization of Tree Traversals ) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 
 
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
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8.1 ΣΧΟΛΙΑΣΜΟΣ ΘΕΩΡΗΤΙΚΏΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 
Κοιτάζοντας προσεχτικά τη θεωρία των αλγορίθµων που παρουσιάστηκαν στη 

διπλωµατική εργασία, συµπεραίνουµε ότι τα υπολογιστικά αποτελέσµατα που εξάχθηκαν 
επιβεβαιώνουν  το θεωρητικό υπόβαθρο. Ο αλγόριθµος Simplex, εµφανίζεται  τελικά λιγότερο 
αποδοτικός από τους αλγορίθµους εξωτερικών σηµείων. Αυτό συµβαίνει επειδή ο αλγόριθµος 
Simplex έχει εκθετική πολυπλοκότητα της τάξης  στη χειρότερη περίπτωση. Οι 
αλγόριθµοι εξωτερικών σηµείων που παρουσιάσθηκαν έχουν άνω όριο επαναλήψεων ένα 
πολυώνυµο του . Συγκεκριµένα τα άνω όρια επαναλήψεων των αλγορίθµων ενδεικτικά για το 
πρόβληµα αντιστοίχισης φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

(2 )nO

n

 
Πίνακας 8.1 – Άνω όριο επαναλήψεων των αλγορίθµων για προβλήµατα Αντιστοίχησης µεγέθους n1 

Αλγόριθµος Ξεκίνηµα Άνω Όριο Επαναλήψεων 
Simplex Βορειοδυτική Γωνία 2 1n −  

Paparrizos ∆έντρο Balinski ( 1)( 2) /n n− − 2  
Paparrizos ∆άσος AKP ( 1) / 2n n −  
Paparrizos Απλό Ξεκίνηµα ( 1) /n n + 2  

 
Βέβαια, ο αναγνώστης θα µπορούσε να επισηµάνει ότι δεν υπήρχε λόγος να εκτελεσθεί η 
υπολογιστική µελέτη, αφού από τη θεωρία φαίνεται ότι οι αλγόριθµοι εξωτερικών σηµείων 
είναι πολύ καλύτεροι και αποδοτικότεροι. Παρόλο αυτά, ο αλγόριθµος simplex εµφανίζει 
πολυωνυµική συµπεριφορά σε πραγµατικά προβλήµατα, και γι’ αυτό είναι απαραίτητη η 
εκτέλεση µιας εκτενούς συγκριτικής υπολογιστικής µελέτης. 

Τέλος, το ότι οι αλγόριθµοι εξωτερικών σηµείων εκτελούν  λιγότερες επαναλήψεις από 
τον αλγόριθµο simplex είναι απολύτως φυσιολογικό αν αναλογισθεί κανείς τον τρόπο που 
δουλεύουν οι αλγόριθµοι αυτής της κλάσης. Ενώ ο αλγόριθµος simplex κατασκευάζει 
διαδοχικές βάσεις µεταβαίνοντας από την µια κορυφή του πολυέδρου της εφικτής περιοχής   
στην άλλη, οι αλγόριθµοι εξωτερικών σηµείων αναπτύσσουν δύο δρόµους και χρησιµοποιούν 
µη εφικτά σηµεία. Με βάση αυτή τη γεωµετρική µετακίνηση εξετάζεται µικρότερο πλήθος 
κορυφών απ’ ότι στον αλγόριθµο simplex.       
 
8.2 ΣΧΟΛΙΑΣΜΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΤΙΚΗΣ ΕΜΠΕΙΡΙΑΣ 

Όλοι οι αλγόριθµοι προγραµµατίστηκαν µε αποτελεσµατικό τρόπο έτσι ώστε να 
εξοικονοµείται χρόνος και να µην εκτελούνται περιττές εντολές και βρόχοι. Χρησιµοποιήθηκαν 
ακριβώς οι ίδιες προγραµµατιστικές τεχνικές και για τους τέσσερις αλγορίθµους. Ιδιαίτερη 
βαρύτητα δόθηκε στον τρόπο ανανέωσης των δοµών δεδοµένων που χρησιµοποιούν οι 
αλγόριθµοι. Οι δοµές δεδοµένων σε κάθε επανάληψη δεν υπολογίζονται εξ’ αρχής αλλά 
ανανεώνονται µόνο τα τµήµατα των δοµών που αλλάζουν. Με αυτόν τον τρόπο ανανεώνονται 
τα διανύσµατα βάθους  και το διάνυσµα πατέρα – κόµβου d p . Έτσι, ο χρόνος εκτέλεσης 
µειώνεται σηµαντικά και οι αλγόριθµοι γίνονται ακόµα πιο αποτελεσµατικοί. 

Παράλληλα, έγινε προσπάθεια να χρησιµοποιηθεί αναδροµικός προγραµµατισµός σε 
περιπτώσεις που χρειαζόταν. Έτσι, η βασικότατη διαδικασία που υπολογίζει το αποκοµµένο 
δέντρο (Preorder), υλοποιήθηκε αναδροµικά. *T

Τέλος, εσκεµµένα δε χρησιµοποιήθηκαν ενσωµατωµένες συναρτήσεις και ιδιαίτερα 
χαρακτηριστικά του Matlab, έτσι ώστε να µπορεί ο αναγνώστης να υλοποιήσει τους 
αλγορίθµους σε οποιαδήποτέ άλλη γλώσσα προγραµµατισµού (Pascal, C, C++). Επίσης, 
                                                 

2 21 Παρόλο που για n µεγάλο είναι <( 1)( 2) /n n− − ( 1) /n n − < ( 1) /n n 2+ < , η κατάταξη των 
αλγορίθµων στη µέση περίπτωση δεν ακολουθεί τη διάταξη των άνω ορίων. 

2n −1
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χρησιµοποιήθηκε καθαρά δοµηµένος προγραµµατισµός µε οργάνωση σε επίπεδο συναρτήσεων 
και διαδικασιών.  
 
8.3 ΣΧΟΛΙΑΣΜΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 
8.3.1 Πρόβληµα Μεταφοράς 

Στο πρόβληµα Μεταφοράς όπως είδαµε τρέξαµε 3 κλάσεις δεδοµένων. Η κάθε κλάση 
αποτελείται από δεδοµένα µεγέθους n n× , 2n n×  και 2n n× . Μελετώντας τα αποτελέσµατα 
που πήραµε προσεχτικά, παρατηρούµε ότι σε επαναλήψεις η κατάταξη των αλγορίθµων στο 
πλήθος των περιπτώσεων είναι η εξής (σε αύξουσα διάταξη): 

 
1. Τ3 (Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δάσος AKP) 
2. Τ4 (Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε  απλό ξεκίνηµα) 
3. Τ2 (Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα δέντρο Balinski) 
4. T1 (Πρωτεύων Αλγόριθµος Simplex) 
     

Σε χρόνο cpu, η κατάταξη είναι η ίδια µε τη διαφορά ότι δεν είναι πάντα ξεκάθαρο ποιος 
αλγόριθµος είναι κάτοχος των θέσεων 3,4. Έτσι, σε κυρίως “hard” δεδοµένα και όταν έχουµε 
µεγέθη προβληµάτων , ο αλγόριθµος simplex εµφανίζεται αποδοτικότερος σε χρόνο cpu 
από τον αλγόριθµο T2. Επίσης, σε δεδοµένα τέτοιας φύσης, η συµπεριφορά του αλγορίθµου 
simplex είναι πολύ καλή και σε αριθµό επαναλήψεων και µάλιστα για  µικρά προσεγγίζει 
(χωρίς να ξεπερνάει) και τους άλλους αλγορίθµους εξωτερικών σηµείων. 

2n n×

n

Επίσης, στην κλάση 3, για δεδοµένα 2n n× , έχουµε ανατροπή του σκηνικού στο µέσο 
της εκτέλεσης της υπολογιστικής µελέτης. Αρχικά, ο αλγόριθµος simplex έρχεται δεύτερος σε 
χρόνο cpu, ενώ για  παίρνει την τρίτη θέση, παραχωρώντας τη θέση του στον 
αλγόριθµο T4. 

100n ≥

O αλγόριθµος Τ3 παραµένει σταθερά πρώτος σε όλες τις κλάσεις και είναι µέχρι 4 φορές 
ταχύτερος από τον αλγόριθµο simplex.   
 
8.3.1 Πρόβληµα Αντιστοίχησης 

Το βασικό συµπέρασµα που προκύπτει από τη µελέτη των υπολογιστικών 
αποτελεσµάτων για το πρόβληµα αντιστοίχησης έρχεται σε πλήρη συµφωνία µε αυτό που 
προέκυψε για το πρόβληµα Μεταφοράς. Σε αριθµό επαναλήψεων, σε όλες τις κλάσεις 
προβληµάτων η κατάταξη είναι η ακόλουθη (σε αύξουσα διάταξη): 
 

1. Α3 (Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα το δάσος AKP) 
2. Α4 (Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε  απλό ξεκίνηµα) 
3. Α2 (Αλγόριθµος Παπαρρίζου µε ξεκίνηµα δέντρο Balinski) 
5. Α1 (Πρωτεύων Αλγόριθµος Simplex) 

 
Σε χρόνο cpu παρατηρείται το εξής. Ενώ για µικρά µεγέθη προβληµάτων ο αλγόριθµος Α2 
εµφανίζεται πιο αποδοτικός από τον αλγόριθµο simplex, για , οι δύο αλγόριθµοι 
αλλάζουν θέση. Αυτό δε γίνεται µόνο στην 4

120n ≥
η κλάση δεδοµένων (Συµµετρικοί πίνακες 

πραγµατικών αριθµών οµοιόµορφα κατανεµηµένων στο διάστηµα , δηλαδή 
), η οποία φαίνεται ότι ωφελεί τους αλγορίθµους 

εξωτερικών σηµείων.  

[1,100)
2(1,10 ) ,  1,..., ,  ij ij jic U c c i n j∧ = = ≥∼ i

Ο αλγόριθµος Α3 παραµένει σταθερά πρώτος και είναι µέχρι 6 φορές ταχύτερος από τον 
αλγόριθµο simplex. 
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8.4 ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ  
Σε µελλοντικό στάδιο υπάρχει αρκετή ερευνητική εργασία στον επιστηµονικό χώρο του 

∆ικτυακού Προγραµµατισµού. Παρακάτω αναφέρονται ορισµένα θέµατα προς µελλοντική 
ενασχόληση: 

1. Ο προγραµµατισµός των αλγορίθµων ώστε να λύνουν και αραιά (sparse) προβλήµατα, 
τα οποία αντιπροσωπεύουν ως επί το πλείστο την πραγµατικότητα, καθώς και 
προβλήµατα benchmark. Με ανάλογες υπολογιστικές µελέτες, µπορούµε να εξετάσουµε 
τη συµπεριφορά των αλγορίθµων σε αραιά προβλήµατα και να βγάλουµε χρήσιµα 
συµπεράσµατα. 

2. Επίσης, ένα άλλο πρόβληµα αποτελεί η γενίκευση των αλγορίθµων εξωτερικών 
σηµείων για άλλα προβλήµατα ∆ικτυακού Προγραµµατισµού, όπως το Πρόβληµα Ροής 
Ελαχίστου Κόστους καθώς και η γενίκευση τους σε άλλα προβλήµατα ∆ικτύων όπως τα 
Προβλήµατα Ελαχίστων ∆ρόµων. 

3. Η εύρεση ενός τρόπου υπολογισµού προβληµάτων ∆ικτυακού Προγραµµατισµού τα 
οποία θα επιλύονται στο µέγιστο αριθµό επαναλήψεων εφαρµόζοντας τους αλγορίθµους 
εξωτερικών σηµείων. 

4. Ο παράλληλος προγραµµατισµός των αλγορίθµων (π.χ. µε MPI ή grid), 
χρησιµοποιώντας διαφορετικές τοπολογίες επεξεργαστών. 

5. O υπολογισµός της πολυπλοκότητας µέσης περίπτωσης για τους αλγορίθµους 
εξωτερικών σηµείων. 
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